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Résumé
Ce travail vise à élucider un phénomène récemment identifié dans les si-
mulations des écoulements des moteurs de fusées à propergol solide et encore
remis en question. L’objectif est d’identifier les mécanismes conduisant à des
instabilités thermoacoustiques auto-entretenues, induites par le couplage de la
dynamique de la combustion des gouttes d’aluminium libérées par la combus-
tion du propergol, avec le champ acoustique à l’intérieur du moteur.
Ce phénomène est étudié au moyen de simulations numériques de ces écou-
lements, d’un ensemble de modèles numériques d’ordre réduit et de modèles
analytiques, tout en gardant à l’esprit que la modélisation de la combustion de
l’aluminium soulève de nombreuses diﬃcultés. L’analyse menée tout au long de
ce manuscrit repose sur un ensemble d’hypothèses simplificatrices : (i) la ré-
ponse de la combustion de gouttes d’aluminium aux perturbations acoustiques
est contrôlée par l’écoulement local autour de la goutte, (ii) le processus de
combustion peut être supposé quasi-stationnaire pour la gamme de fréquences
et les amplitudes acoustiques étudiées et (iii) la combustion de l’aluminium est
brusquement arrêtée lorsque le diamètre de la goutte d’aluminium atteint un
diamètre résiduel.
Quelques considérations générales sur la structure de l’écoulement dans les mo-
teurs à propergol solide ainsi qu’un état de l’art sur la modélisation de la com-
bustion de gouttes d’aluminium et des instabilités observées dans ces systèmes
sont d’abord présentés. Cette analyse montre que des oscillations du taux de
vaporisation des gouttes peuvent être une source d’instabilité thermoacoustique
et que ces oscillations sont contrôlées par la dynamique de l’écoulement gazeux
autour des gouttes.
L’instabilité thermoacoustique est d’abord étudiée au moyen de simulations
numériques de l’écoulement dans un moteur générique afin de mettre en évi-
dence ses principales caractéristiques en eﬀectuant une analyse paramétrique
des conditions l’altérant. Le diamètre résiduel des gouttes d’aluminium après
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la combustion, l’amplitude de la perturbation acoustique et la durée de la com-
bustion des gouttes d’aluminium figurent parmi les principaux paramètres mo-
difiant l’instabilité. En outre, trois comportements de réponse de la combustion
à l’acoustique sont identifiés : un comportement linéaire pour les faibles niveaux
de pression acoustique puis un comportement quadratique et enfin un compor-
tement fortement non-linéaire quand l’amplitude des oscillations augmente.
Le problème est ensuite analysé dans un cadre linéaire pour de petites per-
turbations. Un ensemble d’expressions analytiques est dérivé. Elles régissent
les perturbations du taux de dégagement de chaleur produites par la dyna-
mique des gouttes d’aluminium dans le champ d’écoulement perturbé. Deux
aspects importants de la réponse des gouttes d’aluminium sont identifiés. Ils
sont associés aux oscillations de la durée du temps de combustion des gouttes,
identifiables à la frontière du nuage de gouttes, et aux fluctuations du taux
d’évaporation contrôlées par la convection de l’écoulement gazeux autour de
chaque goutte. Les fluctuations qui mènent à des perturbations du dégage-
ment de chaleur sont des perturbations des champs de vitesse du gaz et des
perturbations de la vitesse et du diamètre des gouttes. Tenant compte de ces
dynamiques, des expressions analytiques sont obtenues et permettent de repro-
duire avec précision les résultats numériques des simulations de l’écoulement.
Quatre nombres sans dimension qui régissent la dynamique de ces instabilités
sont également identifiés.
Inspiré de l’analyse théorique précédente, un modèle numérique d’ordre ré-
duit faiblement non linéaire est finalement développé pour déterminer l’état
thermoacoustique du moteur générique lorsque l’amplitude de la perturbation
acoustique augmente. Cet outil est utilisé pour montrer que les phénomènes
non linéaires conduisant à un cycle limite sont les mêmes que ceux identifiés en
régime linéaire.
Abstract
This work aims at elucidating a phenomenon recently identified in the dy-
namics of solid rocket motors and still questioned. The objective is to identify
the mechanisms leading to self-sustained thermo-acoustic instabilities, induced
by the coupling of the combustion dynamics of aluminum droplets released by
the burning propellant, with the acoustic field inside the motor chamber.
This phenomenon is studied by means of numerical flow simulations, a set
of reduced order numerical flow models and fully analytical models, while kee-
ping in mind that modeling aluminum combustion raises many diﬃculties and
is not a mature field yet. The analysis conducted throughout this manuscript
relies thus on a set of simplifying hypothesis by assuming (i) that the response
of the combustion of aluminum droplets to acoustic perturbations is controlled
by the oscillating drag exerted by the local flow around the droplet, (ii) that
this unsteady combustion process can be assumed quasi-steady for the range of
frequencies and acoustic amplitudes studied and (iii) that aluminum combus-
tion is abruptly quenched when the aluminum droplet diameter falls below a
residual diameter.
Some general considerations on the flow field in solid rocket motors are pre-
sented first, together with a state of the art on modeling droplet aluminum
combustion and observations made on instabilities in these systems. A syn-
thesis on the recently explored thermo-acoustic instabilities triggered by the
combustion of aluminum is presented. It is pointed out that oscillations of the
droplet vaporization rate can be a source of instability and it is controlled by
unsteady convection.
The thermo-acoustic instability is studied first by means of numerical flow simu-
lations in a generic solid rocket motor to highlight the cyclic flow in the motor
and then a parametrical analysis is conducted. The post-combustion residual
diameter of the aluminum particles, the amplitude of acoustic perturbation and
the lifetime of the burning aluminum droplets are among the main parameters
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altering the instability. Also, three combustion response behaviors to acoustics
are identified : a linear behavior for small acoustic pressure levels followed by
a quadratic behavior then a highly non-linear behavior when the pressure am-
plitude increases in the motor chamber.
The problem is then analyzed in the linear framework. A set of expressions
is derived. They govern the heat release rate disturbances produced by the
dynamics of aluminum droplets in the perturbed flow field. Two important fea-
tures of the response of aluminum droplets are identified. They are associated
to oscillations of the droplet lifetime at the boundary of the droplet cloud and
to fluctuations of the droplet evaporation rate, controlled by convection. The
dynamics of the droplets highly depends on gas and droplet velocity fields and
on droplet diameter. Taking these features into account, yields analytical ex-
pressions that allow to reproduce with accuracy the numerical results from the
flow simulations. Four dimensionless numbers are then identified. They govern
the dynamics of these instabilities.
Inspired from the previous theoretical analysis, a weakly nonlinear low-order
numerical model is finally developed to determine the thermo-acoustic state of
the generic solid rocket motor when the amplitude of the acoustic perturbation
increases. This tool is used to highlight that the nonlinear phenomena leading
to a limit cycle are the same as those identified in the linear regime.
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Nomenclature
Variables et paramètres :
CP Capacité thermique
massique à pression
constante
CV Capacité thermique mas-
sique à volume constant
D Diamètre d’une goutte
E Energie totale
 Hr Enthalpie de réaction
L Longueur de la chambre
du moteur
Lv Chaleur latente de vapo-
risation
Np Nombre de gouttes par
unité de volume
Qv Flux de chaleur convectif
R Rayon du moteur
S Surface de la goutte
T Température ou période
acoustique
Y Fraction Massique
a Vitesse du son
f Fréquence
k Longueur d’onde
m˙ Débit massique
p Pression du gaz
q˙ Taux de dégagement de
chaleur
r Position radiale ou rayon
ou constante des gaz par-
faits
s Rapport stoechiomé-
trique
t Temps
tv Temps caractéristique de
convection
u Vitesse longitudinale
v Vitesse radiale ou verti-
cale
x Position axiale
B Nombre de Spalding
Bi Nombre de Biot
M Nombre de Mach
Nu Nombre de Nusselt
Pr Nombre de Prandtl
Re Nombre de Reynolds
Stk Nombre de Stokes
Sr Nombres de Strouhal de
l’écoulement
Sc Nombres de Strouhal de
combustion
Sv Nombre de convection
Sh Nombre de Nusselt
D Coeﬃcient de diﬀusion
Fd Force de trainée
I Matrice identité
xiv Nomenclature
P Tenseur des contraintes
u Vecteur vitesse gaz
F Vecteur flux
M Masse molaire
H Fonction Heaviside
Im Partie imaginaire
Re Partie réelle
S Terme source de Rayleigh
local
W Vecteur variable conser-
vative
Nomenclature xv
Indices :
0 Ecoulement moyen
1 Fluctuation temporelle
de l’écoulement
1 Environnement gazeux
Al Aluminium
D2 Sans fonction Heaviside /
Loi D2 classique
ITHAC Source de l’instabilité
Ox Oxydant
S Phase gaz à la surface de
la goutte
ac Acoustique
b.c. Contribution de frontière
c Combustion du propergol
d Trainée, "Drag"
f Flamme
g Phase gazeuse
i Injection à la surface du
propergol
l Pertes acoustiques
n n-ième mode
p Phase particulaire
r Résidu d’oxyde d’alumi-
nium
rot Rotationnel
sat Conditions de saturation
st Stœchiométrie
t Col, "throat"
v.c. Contribution de volume
·ˆ Fluctuations dans l’es-
pace de Fourier
Caractères grecs :
↵ Taux de croissance
↵p Fraction volumique de
gouttes
  Rapport des chaleurs
spécifiques
! Fréquence angulaire (! =
2⇡f)
  Fonction Dirac ou diﬀé-
rentielle
⇠ Paramètre de viscosité
 Mode acoustique non-
perturbé
⌘ Amplitude de pression
acoustique
 Fonction de courant
⌫ Viscosité cinématique
µ Viscosité dynamique
 Fraction massique de
particules
⇢ Masse volumique
⌧v Temps caractéristique de
trainée
Abréviations :
Al Aluminium
ASSM Aerodynamics of Segmented Solid Motors
CFD Computational Fluid Dynamics
CPS Code Propulsion Spatiale (code CFD ArianeGroup)
FDF Flame Describing Function
xvi Nomenclature
FTF Flame Transfer Function
ITHAC Instabilités THermoACoustiques
MPS Moteur à Propergol Solide
PA Perchlorate d’Ammonium
PBHT Polybutadiène Hydroxytéléchélique
Première partie
Introduction : Propulsion solide
et instabilités

Chapitre 1
La propulsion solide
Au sein d’ArianeGroup, les moteurs à propergol solide (MPS) sont uti-
lisés notamment pour propulser les fusées Ariane 5 et prochainement
Ariane 6. Le propergol contient en son sein l’oxydant et le réducteur
qui, après initiation par une source de chaleur, réagissent et forment
des produits de combustion portés à haute température. Souvent, pour
augmenter l’énergie thermique libérée, des particules métalliques sont
ajoutées. Le propergol solide se consume et les particules métalliques,
libérées dans la chambre, réagissent dans un second temps. Enfin, le
chapitre présente les diﬀérents phénomènes instationnaires à l’origine
d’oscillations de pression. Des instabilités d’origine hydrodynamique
ou associées aux combustions du propergol et des gouttes d’aluminium
peuvent se développer. La structure du champ acoustique dans un MPS
est également décrite lors de ces instabilités.
1.1 Contexte et fonctionnement des systèmes propul-
sifs
Dans ce chapitre sont décrits le principe de la propulsion solide, les systèmes
où elle est utilisée et le propergol solide, matériau qui permet la propulsion.
Ce sujet de thèse s’inscrit dans le cadre de la R&T du CNES et d’ArianeGroup,
pour le lanceur Ariane 6.
Le CNES est un établissement public à caractère industriel et commercial
(EPIC) qui élabore et propose au gouvernement français le programme spatial.
Safran et Airbus Group ont mutualisé leur savoir-faire et leurs activités dans le
domaine de l’aérospatial et ont créé une entreprise en 2014 pour notamment dé-
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velopper les lanceurs Ariane 6. L’entreprise ArianeGroup, anciennement Airbus
Safran Launchers, assure la commercialisation et l’exploitation des systèmes de
lancements spatiaux.
Le lanceur Ariane 5 est connu pour sa fiabilité mais présente des coûts de
lancement trop importants (200 à 220 millions pour deux satellites) par rapport
aux nouveaux entrants dans le marché du lancement de satellites : Space X et
Longue Marche (Bigot et al. (2009)). Ariane 6, prévue pour 2020, doit permettre
de proposer des lancements à un coût réduit, tout en étant plus en adéquation
avec le marché des satellites à lancer.
Les moteurs à propergols solides (MPS) permettent le décollage de la fusée
Ariane 5 et prochainement de la fusée Ariane 6 (figure 1.1). Ces moteurs ont un
Figure 1.1 – De gauche à droite : Ariane 5, Ariane 6 (deux ou quatre MPS pour
varier la puissance au décollage) (Wikipedia)
fonctionnement assez simple. La figure 1.2 montre un schéma typique d’un MPS.
Le propergol solide est situé aux parois internes du moteur. Dans la chambre,
la combustion du propergol est initiée par un allumeur. Sa combustion produit
des gaz qui s’échappent ensuite par la tuyère permettant la propulsion. Des
lignes de courant de l’écoulement sont représentées à la figure 1.2. Le propergol
régresse au cours de la combustion et la géométrie interne évolue au cours du
lancement. Un propergol aluminisé libère des particules d’aluminium, lors de
sa regression, qui réagissent à leur tour à proximité de la surface du propergol
solide (zone rouge, figure 1.2). Un écoulement gaz-particules est donc injecté
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Figure 1.2 – Illustration du propergol solide, de l’écoulement et de la zone de com-
bustion de l’aluminium dans un MPS
radialement au cours de la combustion du propergol et sort, après rotation, par
la tuyère selon la direction axiale. L’éjection des gaz par la tuyère se traduit
par une poussée sur la structure solide. La nature du propergol est détaillée
dans la sous-section suivante.
1.2 Le propergol solide : composition et combustion
Il existe diﬀérents types de propergol. Tout d’abord, on peut distinguer deux
familles de propergol. Il s’agit des propergols double base et des propergols com-
posites (Davenas (2012)). Les premiers sont composés de nitrocellulose solide,
de nitroglycérine liquide et éventuellement d’additifs. Les éléments oxydants
et réducteurs sont réunis dans la même molécule et forment ainsi un matériau
homogène. Les propergols composites sont plus récents et produisent une impul-
sion spécifique plus grande, c’est-à-dire une durée plus longue pendant laquelle
un kilogramme de propergol produit une poussée équivalente à une masse d’un
kilogramme. Ceux-ci sont constitués d’un mélange hétérogène d’oxydants, d’un
liant réducteur et parfois d’une charge métallique supplémentaire (bore, alu-
minium). Le liant est le plus souvent constitué d’un polymère. Des particules
métalliques sont ajoutées afin d’augmenter les performances et d’obtenir un
couple oxydo-réducteur plus énergétique. Elles permettent également d’amortir
certaines oscillations de pression, notamment à hautes fréquences (Karnesky
and Colucci (1975), Temkin and Dobbins (1966), Culick (2006)).
Le propergol utilisé pour les MPS de la fusée Ariane 5 est la butalane®. Il
s’agit d’un propergol composite composé de perchlorate d’ammonium (PA)
pour la charge oxydante et de polybutadiène hydroxytéléchélique (PBHT) pour
le liant et d’aluminium (Al) pour l’additif énergétique (ESA (2005)). La fi-
gure 1.3 montre la structure hétérogène des propergols composites comme le
PA/PBHT/Al (butalane®). Une composition typique du propergol d’un MPS
d’une fusée Ariane 5 comprend en termes de fractions massiques :
— des grains de 5  200 µm de PA à hauteur de ⇠ 68%
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Figure 1.3 – Photo au microscope électronique de la structure d’un propergol
PA/PBHT/Al (Gallier (2014))
— des particules de 5  50 µm d’Al à hauteur de ⇠ 18%
— et du PBHT à hauteur de ⇠ 14%, le liant entre les particules.
Du fait de leur composition hétérogène, ces propergols composites brûlent de
façon complexe. Il se forme une flamme de prémélange de perchlorate d’ammo-
nium (PA), une flamme de diﬀusion primaire (PBHT/PA) et une flamme de
diﬀusion finale (figure 1.4). Le PA joue le rôle de l’oxydant et le PBHT celui
d’un réducteur. Une quantité importante de l’aluminium ne brûle pas direc-
tement à la surface du propergol solide. Il brûle dans la chambre, à quelques
millimètres de la surface du propergol solide, à cause du temps de fusion des par-
ticules d’aluminium et de l’allumage des gouttes. La combustion d’un propergol
aluminisé produit deux contributions énergétiques : une combustion surfacique
pour le propergol solide (PA/PBHT) et une combustion distribuée en volume
de gouttes d’aluminium (Culick (2006)). La combustion de l’aluminium et les
diﬀérents phénomènes physiques mis en jeu sont abordés à la section 1.3.
Figure 1.4 – Schématisation de la combustion d’un propergol composite aluminisé
La hauteur de flamme au-dessus du propergol (PA/PBHT) est de l’ordre de
100 µm (Lengelle et al. (2000)) comme illustrée à la figure 1.4. Les produits
de combustion du propergol sont essentiellement constitués de CO, CO2, H2O,
H2, HCl et N2. D’un point de vue macroscopique, la combustion du propergol
est donc assimilable à un front de réaction homogène qui consomme le propergol
selon la direction normale à la surface. Ce modèle est illustré à la figure 1.5. Un
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bilan de masse permet de déterminer la vitesse vi des produits de combustion
s’échappant de la surface en combustion. Cette vitesse peut être utilisée dans
certaines simulations comme une condition limite pour l’écoulement dans la
chambre :
⇢g,ivi = ⇢cvc (1.1)
où ⇢g est la masse volumique des gaz de combustion, i est l’indice relatif à
l’injection, ⇢c est la masse volumique du propergol solide et vc désigne la vitesse
de déplacement du front de combustion.
Figure 1.5 – Combustion du propergol solide (Kuentzmann (2004))
Pour la combustion du propergol, on parle de régression normale du front,
"en cigarette". On peut exprimer la vitesse de régression du propergol en uti-
lisant la loi de Vieille (1893) :
vc = Ap
n (1.2)
où p est la pression en bar, A et n sont des coeﬃcients dont les valeurs dépendent
du propergol. Dans des conditions normales de fonctionnement, le propergol ré-
gresse à une vitesse vc de l’ordre de la dizaine de millimètres par seconde. Sa
vitesse dépend de la pression de la chambre dans le moteur selon l’expression
Eq. (1.2). L’ordre de grandeur de la vitesse de régression de la vitesse du pro-
pergol est faible devant la vitesse du son (environ 1000 m/s).
Dans le cas de la butalane® de la fusée Ariane 5, la température de sur-
face du propergol est de l’ordre de 1000 K. La flamme du propergol, située
à une centaine de micromètres, a une température de l’ordre de 2200 K. Après
combustion du propergol, l’écoulement est constitué de gouttes d’aluminium
(encore imbrûlées), de monoxyde de carbone, de dioxyde de carbone, de vapeur
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d’eau, de chlorure d’hydrogène et d’autres produits gazeux en concentration né-
gligeable. Les diﬀérents constituants du milieu après combustion du propergol
(PA/PBHT) aluminisé à hauteur de 18%, avant combustion de l’aluminium,
sont donnés à la Table 1.1. Ces données sont similaires à celles de Lengellé
et al. (2002); Lengelle et al. (2000).
Table 1.1 – Fractions massiques des produits de combustion du propergol solide
(PA/PBHT/Al). Présence de gouttes liquides d’aluminium (section 1.3)
YN2 YCO2 YH2O YCO YHCl YAl(l)
0.08 0.12 0.20 0.19 0.21 0.18
L’aluminium étant très oxydable, les gouttes dans la chambre réagissent princi-
palement avec le dioxyde de carbone et la vapeur d’eau (produits de la réaction
PA/PBHT). Après combustion de l’aluminium, l’écoulement dans la chambre
comprend majoritairement du monoxyde de carbone, du dioxyde de carbone, du
chlorure d’hydrogène, de la vapeur d’eau, des gouttes d’oxyde d’aluminium (alu-
mine) et d’autres produits gazeux en concentration négligeable. Les fractions
massiques sont données à la Table 1.2. La combustion de l’aluminium permet
d’augmenter la température du gaz de 2200 K à 3400 K dans la chambre du
moteur.
Table 1.2 – Fractions massiques des constituants liquides et gazeux dans le moteur
après combustion de l’aluminium
YN2 YCO2 YH2O YCO YHCl YAl2O3(l)
0.08 0.02 0.07 0.26 0.18 0.32
Pour résumer, les moteurs à propergol solide qui équipent les lanceurs Ariane 5
et Ariane 6 sont alimentés par des propergols composites (PA/PBHT/Aluminium).
Deux combustions sont alors observées. Une première combustion surfacique
PA/PBHT (très proche de la surface du propergol) entraîne une régression du
propergol à une vitesse vc qui dépend de la pression ambiante. La chambre
est le siège d’une combustion distribuée de gouttes d’aluminium libérées avec
les produits gazeux de la réaction PA/PBHT (principalement du dioxyde de
carbone et de la vapeur d’eau).
1.3 Gouttes d’aluminium dans un MPS
L’aluminium subit de nombreuses transformations de la fabrication du pro-
pergol aluminisé jusqu’à l’utilisation du moteur. Au contact de l’air, les parti-
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cules d’aluminium, avant d’être intégrées dans le propergol, s’oxydent en sur-
face. Durant l’utilisation du moteur, le propergol libère des particules d’alu-
minium qui peuvent s’agglomérer. Ces particules deviennent d’abord liquides
puis elles réagissent avec leur environnement gazeux. De cette combustion de
gouttes, des résidus inertes sont produits. La fin de vie de la goutte réactive est
une phase encore mal connue et est, dans le cadre de ce manuscrit, modélisée
par un arrêt abrupt du processus de combustion. Ces diﬀérentes étapes sont
décrites ci-dessous.
1.3.1 Oxydation en surface des particules d’aluminium
L’aluminium est très réactif. Même dans un environnement pauvre en oxy-
gène, les particules d’aluminium vont se recouvrir d’une couche d’alumine (Al2O3).
Yetter et al. (2009) évaluent cette couche à environ 3 nm, quelle que soit la taille
de la particule. D’un point de vue performance énergétique, cette couche est
négligeable pour des particules de l’ordre de quelques micromètres. Mais pour
des particules nanométriques cela peut représenter une grande perte énergé-
tique car le rapport volume/surface de la goutte est plus petit.
Pour des particules micrométriques, cette couche oxydée a tout de même un
impact, puisqu’elle passive la goutte d’aluminium. La combustion ne peut être
initiée tant qu’il y a une couche d’alumine solide en surface.
1.3.2 Agglomération et allumage
A la surface du propergol, les particules d’aluminium s’agglomèrent. Ce phé-
nomène d’agglomération peut s’expliquer par l’adhérence des particules d’alu-
minium grâce à la couche fondue de liant qui les entoure (Price and Sigman
(2000)).
La taille des agglomérats et la fraction massique d’agglomérats dépendent de
la pression de fonctionnement. Plus la pression est grande et plus la vitesse des
gaz injectés est grande (Vieille (1893)), ce qui entraîne un temps de résidence
en surface du propergol plus faible et donc une proportion d’agglomérats moins
importante. Dans les conditions de fonctionnement des moteurs d’Ariane 5, la
pression est élevée (environ 5 MPa). Dans ce cas, seulement un tiers de la masse
d’aluminium initial s’agglomère (Duterque et al. (1999), Lengellé et al. (2002)).
Les agglomérats de particules d’aluminium s’échauﬀent. De plus, les tempé-
ratures de fusion de l’aluminium et de l’alumine diﬀèrent. La première est de
933 K, et la seconde vaut 2327 K. La température à la surface du propergol
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Figure 1.6 – Comportement de l’aluminium dans un propergol composite. Seuls
les phénomènes physiques encadrés en rouge sont considérés dans la modélisation de
l’aluminium dans les simulations numériques (chapitre 4) : gouttes réactives provenant
d’agglomérats et résidus de grande taille. (Lengellé et al. (2002))
(lors de sa combustion) s’élève à environ 1000-1400 K (Lengelle et al. (2000)).
Au cours de ce processus, leur cœur métallique devient alors liquide dès lors que
la température excède 933 K avec une couche protectrice solide d’alumine tant
que la température reste inférieure à 2327 K. La couche d’alumine de quelques
nanomètres peut se fissurer avant sa propre fusion (Rosenband (2004), Dupays
(2009)). En eﬀet, ce phénomène de fissuration s’explique par la dilatation de
l’aluminium qui est plus importante que celle de l’alumine. Dans ce cas, la réac-
tion de combustion autour de l’agglomérat peut être initiée à une température
plus faible que la température de fusion de l’alumine. Sinon, la température
d’allumage des gouttes se situe à une température supérieure à 2327 K, la tem-
pérature de fusion de l’alumine. Lorsque les agglomérats ont totalement fondu,
ils prennent la forme de gouttes sphériques dont le diamètre est de l’ordre d’une
centaine de micromètres.
Comme illustré par la figure 1.6, tirée de Lengellé et al. (2002), il y a donc
essentiellement deux classes de gouttes d’aluminium : des gouttes agglomérées
d’une centaine de micromètres et des gouttes non agglomérées de quelques di-
zaines de micromètres, générées à la surface du propergol. Ces deux classes de
gouttes s’éloignent ensuite de la surface du propergol solide du fait de l’ac-
célération communiquée par la force de traînée agissant sur les gouttes due à
l’injection de gaz par combustion du propergol (figure 1.7).
1.3.3 Combustion d’une goutte d’aluminium et résidus
Les gouttes d’aluminium sont entourées par les produits de combustion du
propergol. Il s’agit de gaz oxydants et inertes. Les diﬀérents gaz oxydants sont
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Figure 1.7 – Ombroscopie d’un propergol solide avec des gouttes d’aluminium en
combustion (site internet ONERA/DEFA)
(Beckstead (2002); Brooks and Beckstead (1995); Lengellé et al. (2002)) : O2
(en très faibles quantités), H2O, CO2, CO (voir Table 1.1). La vapeur d’eau
H2O et le dioxyde de carbone CO2 sont présents en grande quantité dans les
MPS utilisés sur la fusée Ariane 5 et l’aluminium s’oxyde préférentiellement
avec ces deux molécules (Belyaev et al. (1968)). Pour modéliser de façon simple
la combustion de gouttes d’aluminium, seuls les oxydants H2O et CO2 peuvent
être pris en compte.
Comme l’illustre la figure 1.8, l’aluminium se vaporise, puis il réagit en phase
gazeuse. Les produits issus de la combustion des gouttes d’aluminium sont
nombreux (Beckstead (2002)) : Al2O3(l), AlCl, AlCl2, AlClO, AlOH2, AlO,
Al2O, AlO2, CO, H2, ... avec une recondensation de produits gazeux en alu-
mine liquide (Al2O3(l)). Les condensats d’alumine forment une trainée noire
derrière la goutte d’aluminium dont certains peuvent diﬀuser vers la goutte
d’aluminium, visible à la figure 1.7 (Brooks and Beckstead (1995)) et augmen-
ter la quantité d’alumine déjà présente initialement (sous-section 1.3.2). Dans
la goutte composée de deux constituants, un lobe d’alumine se forme (en vert
dans la figure 1.8). Il résulte des forces de tension superficielle entre les diﬀé-
rents composés Al Al2O3. La surface d’échange aluminium-gaz est également
modifiée.
Les travaux expérimentaux récents de Braconnier et al. (2018) permettent de
donner des renseignements complémentaires sur la dynamique de combustion
d’une goutte d’aluminium à basse et haute pressions. Après allumage, comme
illustré à la figure 1.9, elle suit trois phases : (i) une combustion symétrique, (ii)
une combustion asymétrique, (iii) une extinction. Durant la phase symétrique,
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Figure 1.8 – Schéma de la combustion d’une particule d’aluminium dans un écou-
lement (Beckstead (2002))
la décroissance du diamètre peut être supposé modélisable par une loi du D2.
La phase asymétrique est liée à la présence du lobe d’oxyde d’aluminium et
on remarque qu’elle est de courte durée par rapport à la phase symétrique.
On peut donc penser que son eﬀet est négligeable sur l’instabilité. La phase
d’extinction est discutée à la sous-section suivante.
Figure 1.9 – Séquence caractéristique de combustion d’une goutte d’aluminium dans
l’air - p0 = 1 bar - Dt=0 = 93 µm et corrélation temporelle avec les profils d’émission
de lumière enregistrés. (Braconnier et al. (2018))
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1.3.4 Micro-explosion de la goutte métallique en fin de com-
bustion
Les gouttes multi-composants, en particulier les gouttes métalliques comme
les gouttes aluminium-alumine, peuvent présenter en fin de vie un arrêt bru-
tal de la combustion. Des extinctions résultant d’apparition de jets, de micro-
explosions et/ou de rotation sont souvent constatés (Braconnier et al. (2018),
Dreizin (1996), Fabignon et al. (2003), Bucher et al. (1996), Bucher et al.
(1999)). Ces phénomènes de combustion disruptive en fin de vie de gouttes
sont également observés pour d’autres gouttes métallisées comme l’étain (Li
et al. (2018)). Ce mécanisme reste assez méconnu et diﬃcile à caractériser mais
il doit être pris en compte car la dynamique de fin de vie des gouttes joue
un rôle important sur l’instabilité thermoacoustique (Genot et al. (2019), An-
nexe C). Ce phénomène d’extinction brutale est illustré pour une goutte d’étain
à la figure 1.10. On remarque que dans le cas de l’étain ou de l’aluminium, la
goutte cesse de brûler à un diamètre de taille non-négligeable par rapport au
diamètre initial (figure 1.9 pour l’aluminium).
Selon Braconnier et al. (2018), à haute pression, l’accumulation d’oxyde peut
être telle que l’extinction peut être induite par deux phénomènes. Soit la couche
d’oxyde est éjectée par un phénomène d’explosion avant l’extinction. Soit la
couche d’oxyde recouvre la surface de la goutte empêchant la combustion de
continuer et une partie non négligeable d’aluminium reste imbrûlée. Dans ces
deux cas, l’arrêt de la combustion est abrupt.
Le modèle de combustion ASSM (chapitre 3, sous-section 3.1.4) intègre une
modélisation particulière pour ce type d’extinction en prenant en compte un
arrêt brutal du processus de combustion, par une fonction Heaviside.
1.3.5 Résidus inertes d’alumine
Après combustion, des résidus d’alumine de taille non négligeable (quelques
dizaines de micromètres), ainsi que des fumées micrométriques (voir figure 1.6)
sont ensuite transportés dans l’ensemble de la chambre de combustion. Ces rési-
dus présentent l’avantage d’amortir les ondes acoustiques (Temkin and Dobbins
(1966), Culick (2006)) et notamment les ondes liées aux modes radiaux ou tan-
gentiels (Karnesky and Colucci (1975)). Par contre, ces particules inertes chauf-
fées induisent un rayonnement thermique dans la chambre (Beckstead (2002))
et dans le panache de fumée à la sortie du moteur (Binauld et al. (2019), Bi-
nauld et al. (2018)), sont à l’origine de pertes diphasiques dans les moteurs à
propergol solide (Powell et al. (2018)), et forment des flaques d’alumines qui
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Figure 1.10 – Evolution du diamètre de gouttes Etain/Xylène au cours de la com-
bustion et les diﬀérentes phases de combustion. (Li et al. (2018))
s’accumulent au fond arrière du moteur (Salita (1995)).
Dans la suite de ce chapitre, l’écoulement moyen et les instabilités sont dé-
crits. La modélisation de la combustion des gouttes d’aluminium fait l’objet du
chapitre 3.
1.4 Ecoulement stationnaire de Taylor-Culick
La combustion des gouttes dépend en partie de l’écoulement gazeux. La
modélisation et la compréhension de la structure de cet écoulement est donc
nécessaire pour étudier l’instabilité.
Pour décrire l’écoulement dans un MPS, on présente la description incom-
pressible 2D-axisymétrique, monophasique de Taylor-Culick (Taylor (1956),
Culick (1966)). Ce modèle est une description simplifiée de l’écoulement moyen
du gaz dans une chambre de MPS cylindrique, sans combustion des gouttes
d’aluminium.
Le nombre de Mach est faible dans la chambre de combustion d’un MPS
(Kuentzmann (2004)). On suppose ici que l’écoulement moyen est incompres-
sible, stationnaire, non-visqueux et 2D axisymétrique. Soit  la fonction de
courant, on peut alors définir les vitesses axiale u0 et radiale v0 du champ
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moyen comme :
v0 =
1
r
@ 
@x
, u0 =  1
r
@ 
@r
(1.3)
La fonction de courant vérifie l’équation suivante dans le cas d’un écoulement
incompressible, 2D axisymétrique :
@2 
@r2
  1
r
@ 
@r
+
@2 
@x2
= r2g( ) (1.4)
La fonction g est initialement une fonction non-spécifiée, elle est reliée aux
conditions limites du problème. Les conditions limites dans un MPS sont :
u0(r, x = 0) = 0
u0(r = R, x) = 0
v0(r = R, x) =  vi < 0
(1.5)
avec vi la vitesse d’injection des gaz. La fonction g est donc définie comme
(Culick (1966)) :
g = ⇡ (1.6)
On obtient alors la solution suivante pour l’écoulement moyen :
 =  xRvi sin⇥
v0 =  R
r
vi sin⇥
u0 = ⇡
x
R
vi cos⇥
r⇥ u0 = ⇡
2rxvi
R3
sin⇥e✓
p0 = p0(x = 0)  ⇢0v
2
i
2
✓
R2
r2
sin2⇥+
⇡2x2
R2
◆
(1.7)
avec e✓ le vecteur azimuthal, p0 la pression stationnaire dans la chambre, p0(x =
0) la pression au fond avant (en x = 0) et ⇥ correspond à :
⇥ =
⇡
2
⇣ r
R
⌘2
(1.8)
Les modèles pour le champ de vitesse (u0, v0) et le champ de pression sont
illustrés à la figure 1.11, pour un rapport L/R = 12 où L est la longueur de
la chambre et R le rayon de la chambre. Le rapport L/R = 12 est du même
ordre de grandeur que celui de la géométrie utilisée dans les simulations de
l’écoulement présentées dans ce manuscrit. On observe que le champ de pres-
sion stationnaire peut être supposé 1D (invariant radialement, Fig 1.11(c)) et
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(a) u0/vi, vitesse longitudinale stationnaire (b) v0/vi, vitesse radiale stationnaire
(c) p0 p0(x=0)
⇢0v
2
i
, pression stationnaire
Figure 1.11 – Champ de vitesse et de pression suivant la description incompressible
de Taylor-Culick (L/R = 12). La paroi du propergol (et d’injection) est à r/R = 1
décroît longitudinalement. De plus, le champ de vitesse radial v0 est invariant
longitudinalement et décroît en valeur absolue en s’approchant de l’axe. La vi-
tesse axiale u0 croît avec x et décroît avec r (Fig. 1.11(a)).
Dans la sous-section suivante, le champ instationnaire est commenté. En parti-
culier, les instabilités rencontrées dans les MPS et le champ acoustique attendu
sont présentés.
1.5 Instationnarités de l’écoulement
Des instabilités peuvent apparaître dans l’écoulement au sein des MPS. Ces
instabilités résultent de couplages qui peuvent entraîner des oscillations de pres-
sion (Culick (2006)). Ces oscillations de pression, même à des faibles niveaux,
peuvent être problématiques car elles induisent de forts niveaux de vibration du
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moteur (Anthoine (2013)), elles-mêmes pouvant mettre en vibration l’ensemble
du lanceur et sa charge utile ou entraîner des défaillances de moteur dans les
situations les plus critiques (Blomshield (2001)). Pour contrôler les oscillations
de pression, il faut donc identifier et comprendre les sources de ces oscillations.
Les instabilités identifiées aujourd’hui sont de diﬀérentes natures (Culick (2006)).
Il existe des instabilités hydrodynamiques et des instabilités de combustion (voir
figure 1.12). Les instabilités hydrodynamiques ont pour origine la formation de
tourbillons par des obstacles (VSO : Vortex Shedding d’Obstacle), des angles
(VSA : Vortex Shedding d’Angle) et des parois (VSP : Vortex Shedding de
Paroi) (Ballereau et al. (2003), Vuillot (1995)). Les instabilités de combustion
sont associées respectivement aux deux processus de combustion décrits dans les
sections précédentes qui siègent dans ces moteurs. La combustion du propergol
solide (Culick (1968),Blomshield (2001)) peut être sensible aux oscillations de
pression. La combustion des gouttes d’aluminium peut également être influen-
cée par le champ acoustique (Gallier and Godfroy (2009), Brooks and Beckstead
(1995)). Dans la section suivante, on détaille brièvement l’état de l’art sur les
Figure 1.12 – Les instabilités dans les moteurs à propergol solide (Lacassagne
(2017))
instabilités observées dans les MPS.
1.5.1 Instabilités hydrodynamiques
Pour les plus gros moteurs, les oscillations de pression sont souvent dues
à des instabilités hydrodynamiques, comme pour les MPS d’Ariane 5 (Culick
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(2006), Fabignon et al. (2003), Ballereau et al. (2006)). Les instabilités hydrody-
namiques sont des phénomènes associés à la production de structures cohérentes
tourbillonnaires. Trois lieux de formation ont été identifiés pour ces structures.
Elles peuvent être générées par des obstacles, des angles et au niveau des parois
injectantes.
1.5.1.1 Vortex Shedding d’Obstacle (VSO)
Le premier mode de détachement tourbillonnaire est le détachement par obs-
tacle, illustré par la figure 1.13. Ce détachement de tourbillons a pour origine
une couche de cisaillement instable. Ces phénomènes sont souvent corrélés à
Figure 1.13 – Vortex Shedding d’Obstacle (VSO) (Simoes (2006))
la présence de protections thermiques, séparant diﬀérents segments de proper-
gol solide, qui émergent à mesure que régresse le propergol. Cela a été mis en
évidence par l’intermédiaire de nombreux essais expérimentaux (Brown et al.
(1981), Shu et al. (1986), Couton et al. (1996), Vetel (2001), Anthoine (2001)).
Les travaux de Ballereau et al. (2003) et de Traineau et al. (1997) ont égale-
ment mis en évidence l’influence de la forme et de la position de la protection
thermique sur l’instabilité.
1.5.1.2 Vortex Shedding d’Angle (VSA)
La deuxième origine de formation de tourbillons dans un MPS est un angle
ou variation brusque de la géométrie du propergol solide qui entraîne l’appari-
tion d’une couche de cisaillement potentiellement instable selon les conditions
d’écoulement (figure 1.14). Cette instabilité a été observée expérimentalement
par Goncalves de Miranda (2000) et Dupays (1996). Ils ont démontré les eﬀets
d’une phase particulaire sur la formation des tourbillons par VSA dans les MPS.
Les particules entraînent généralement une diminution des niveaux des oscilla-
tions de pression et de la fréquence excitée. Lacassagne (2017) et Lupoglazoﬀ
et al. (2002) et Orlandi et al. (2017) ont également observé, par simulation, que
la présence de gouttes d’aluminium réactives modifie les niveaux d’oscillation
de pression induits par l’instabilité hydrodynamique.
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Figure 1.14 – Vortex Shedding d’Angle (VSA) (Simoes (2006))
1.5.1.3 Vortex Shedding de Paroi (VSP)
L’instabilité hydrodynamique VSP (Vortex Shedding de Paroi) est une in-
stabilité intrinsèque de l’écoulement de Taylor-Culick (Fabignon et al. (2003)).
Elle se déclenche pour des moteurs de longueur relativement importante. Des
études théoriques (Casalis et al. (1998), Griﬀond and Casalis (2001)) ont permis
de mettre en évidence une position critique x⇤/R avec R rayon du canal, à par-
tir de laquelle l’instabilité VSP peut se développer pour une configuration 2D.
Cette instabilité a également été étudiée expérimentalement par Avalon et al.
Figure 1.15 – Vortex Shedding de Paroi (VSP) (Simoes (2006))
(1998) et Chedevergne (2007). Enfin, Orlandi et al. (2017) ont mis en évidence
un couplage possible entre le VSP et la combustion des gouttes d’aluminium
dans leurs simulations numériques de ces écoulements.
1.5.1.4 Couplage aéroacoustique
Les tourbillons formés par instabilité hydrodynamique sont ensuite convectés
par l’écoulement. Ces tourbillons de grande échelle produisent des oscillations
de pression au niveau de la tuyère du fait de la présence de cavités (Anthoine
et al. (2002), Gallier et al. (2009), Hirschberg et al. (2018)), de la contraction
(Hirschberg et al. (2017)) et par l’ingestion de tourbillons (Brown et al. (1981),
Vuillot (1995), Matveev (2005)). Ce dernier phénomène peut être considéré
négligeable devant la première contribution selon Hirschberg et al. (2018).
Les perturbations acoustiques générées au niveau de la tuyère remontent
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Figure 1.16 – Mécanisme physique à l’origine des oscillations de pression induites
par les instabilités hydrodynamiques. (Simoes (2006))
alors l’écoulement et interagissent avec la formation de nouveaux tourbillons,
pouvant entraîner un couplage aéroacoustique qui s’auto-entretient (figure 1.16).
1.5.2 Acoustique d’un moteur
Dans un MPS, les modes excités sont généralement longitudinaux (Culick
(2006)). Il s’agit souvent du premier mode longitudinal pour une instabilité
induite par la combustion de l’aluminium (Gallier and Godfroy (2009)). Les
conditions limites acoustiques au fond-avant et à la tuyère sont une vitesse
acoustique nulle et un gradient de pression nul, c’est-à-dire, fermé-fermé. Pour
un tube fermé-fermé, les fluctuations de pression p1 et de vitesse v1 longitudi-
nales s’expriment classiquement (Culick and Yang (1992)) :
p1 =
1X
n=1
⌘n n, u1 =
1X
n=1
⌘˙n
 p0k2n
r n (1.9)
avec p0 = p  p1 la pression moyenne, ⌘n l’amplitude des fluctuations de pres-
sion,   le rapport des chaleurs spécifiques du gaz (  = CP,p/CV,g), kn la longueur
d’onde du n-ième mode et  n le mode de pression tel que :
 n = cos(knx), kn = !n/a0 (1.10)
où a0 est la vitesse du son, !n la fréquence angulaire pour un mode longitudinal
n :
!n = 2⇡fn, fn = nf1L = n
a0
2L
(1.11)
avec fn la fréquence acoustique en Hz du n-ième mode de pression, L la lon-
gueur de la chambre. La fréquence fn est donné dans le cas d’un tube simple
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sans tuyère, ni écoulement, ni particules. Cette fréquence acoustique, une fois
excitée, peut être amenée à glisser en fonction de l’écoulement. On distingue
notamment les instabilités hydrodynamiques des instabilités de combustion par
un glissement fréquentiel plus important (Vuillot (1995)).
Pour un MPS, en particulier pour la géométrie étudiée dans ce manuscrit, la si-
mulation de Gallier and Godfroy (2009) montre un mode de pression (presque)
fermé-fermé. Sa structure est représentée à la figure 1.17. Il s’agit une forme
cosinusoïdale pour les fluctuations de pression et sinusoïdale pour les fluctua-
tions de vitesse sur l’axe (r/R = 0). La modélisation des modes pour un tube
simple peut donc être étendue à la géométrie de Gallier and Godfroy (2009).
C’est cette géométrie qui sera utilisée dans cette thèse. Les modes excités seront
donc longitudinaux et de cette forme.
Avec une condition de non-glissement à la paroi en r/R = 1, pour un tube
Figure 1.17 – Structure de la pression acoustique et vitesse acoustique longitudinale
calculés par simulation sur l’axe r = 0 d’un MPS. La chambre est de longueur L.
(Gallier and Godfroy (2009))
sans injection, dans une région fine proche de la surface, la condition de non
glissement impose une vitesse nulle à la surface. Dans cette zone, des ondes de
vorticité sont crées et modifient le champ de fluctuations de vitesse (Flandro
(1995)). Cette zone est appelée couche limite acoustique. En dehors de cette
région, les fluctuations peuvent être supposées purement acoustiques, indépen-
dantes de la viscosité (Mikhail and El-Tantawy (1994)). Avec injection radiale
en r/R = 1, la couche limite acoustique occupe une grande partie de la chambre
et a une structure particulière (Flandro (1995), Flandro et al. (2000), Culick
(2006), Majdalani and Van Moorhem (1997)). Cette couche limite acoustique
est illustrée par un modèle analytique (Flandro et al. (2000)) à la figure 1.18. Le
module des fluctuations de vitesse longitudinale du gaz, tracé le long du rayon
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de la chambre R, montre une contribution acoustique proche de l’axe r = 0 et
la couche limite acoustique proche injection r = R.
Figure 1.18 – Exemple de couche limite acoustique dans un MPS, calculée à partir
du modèle analytique de Flandro. Le module des fluctuations de vitesse longitudinale
du gaz est tracé suivant le rayon de la chambre, de l’axe de symétrie (r/R = 0) à la
paroi du propergol solide (r/R = 1). (Flandro et al. (2000))
1.5.3 Instabilités de combustion
Deux réactions de combustion sont identifiées dans les moteurs à propergol
solide. Le propergol solide brûle en surface. Les gouttes d’aluminium brûlent
sous forme d’une combustion distribuée dans le volume de la chambre. Un
couplage est possible en surface du propergol mais est négligée ici.
1.5.3.1 Instabilités induites par la combustion du propergol solide
La combustion instationnaire du propergol solide répond aux fluctuations de
pression, entrainant une fluctuation du débit massique injecté, comme illustré
à la figure 1.19 (Culick (2006)). Ces fluctuations de débit sont induites par des
fluctuations du dégagement de chaleur associées au fluctuations du gaz à la
surface. L’inertie thermique du propergol solide induit un déphasage.
On notera que par conservation de la masse, la vitesse débitante des produits
de combustion fluctue. On parle de réponse de la combustion du propergol Rb
aux fluctuations acoustiques pour définir la fonction de transfert entre fluctua-
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Figure 1.19 – Couplage acoustique-combustion du propergol (Culick (2006))
tions de débit et fluctuations de l’écoulement gazeux :
ˆ˙mi
m˙i,0
= Rb
pˆ
 p0
(1.12)
avec ·ˆ les fluctuations dans l’espace de Fourier, l’indice 0 pour les quantités
moyennées sur la période acoustique, m˙i le débit massique injecté depuis la
surface du propergol, p le champ de pression et   le rapport des capacités ca-
lorifiques du gaz.
Ce phénomène instationnaire peut s’auto-entretenir. Des instabilités de combus-
tion du propergol solide naissent alors. Ces instabilités se développent générale-
ment dans les moteurs de petites tailles, parce que la combustion du propergol
répond préférentiellement à des oscillations de pression de hautes fréquences
(Culick and Yang (1992), Vuillot and Lupoglazoﬀ (1996)). Ce résultat est illus-
tré par la figure 1.20 qui montre une réponse non nulle pour ⌦ / f > 1 où f
est la fréquence du forçage acoustique. La grandeur ⌦ compare la période de
l’onde thermique dans le propergol solide avec la période acoustique (T = 1/f).
Suivant la figure 1.20, l’instabilité de combustion du propergol solide est ren-
contrée pour des fréquences acoustiques relativement élevées.
Dans notre cas, la géométrie sur laquelle sont réalisées les simulations nu-
mériques étudiées dans ce manuscrit est longue avec une fréquence du premier
mode propre longitudinal de 76 Hz. Les fréquences longitudinales sont donc
suﬃsamment basses pour négliger les problèmes d’instabilités liées à la réponse
du propergol solide.
1.5.3.2 Instabilités induites par la combustion des gouttes d’alumi-
nium
Dans les propergols aluminisés, des gouttes d’aluminium sont libérées dans
la chambre (Fabignon et al. (2003), Babuk et al. (1999), Devillers et al. (2017),
figure 1.21).
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Figure 1.20 – Réponse de la combustion du propergol Rb à l’acoustique en fonc-
tion de ⌦ produit de la période thermique dans le propergol solide et de la fréquence
acoustique. (Culick and Yang (1992))
Figure 1.21 – Gouttes d’aluminium dans la chambre. (Culick (2006))
La combustion de ces gouttes constitue une contribution énergétique sup-
plémentaire à la combustion du propergol. Les produits de combustion gazeux
libérés par la combustion des gouttes se condensent pour former des gouttes
inertes d’oxyde d’aluminium (ou alumine). Ces gouttes résiduelles provoquent
des pertes acoustiques pour les oscillations de pression (Temkin and Dobbins
(1966), Culick (2006), Blomshield (2001)) et entravent le développement de
modes tangentiels ou radiaux (Karnesky and Colucci (1975)).
Dans le moteur de défense antimissile balistique Sentry (Blomshield (2001)), la
combustion de l’aluminium a toutefois été soupçonnée de conduire à des insta-
bilités. Dans plusieurs dispositifs de laboratoire de type brûleur de Rijke, il a été
prouvé expérimentalement, analytiquement et numériquement que la combus-
tion de gouttes d’aluminium peut entraîner des instabilités thermoacoustiques
(Brooks and Beckstead (1995), Beckstead (2002), Raun and Beckstead (1993)).
En outre, des expériences sur des propulseurs en T avec un propergol aluminisé
mettent en évidence la réponse de la combustion des gouttes d’aluminium et
une instabilité induite (Beckstead and Butcher (1974), Orlandi et al. (2017),
Gallier et al. (2019)), comme illustré à la figure 1.23.
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Par exemple, pour le propulseur en T étudié par Gallier et al. (2019) et
schématisé en figure 1.22, on constate une croissance exponentielle de l’am-
plitude des oscillations de pression, avec un taux de croissance ↵ > 0, à la
figure 1.23. Cette croissance exponentielle à faible amplitude est typique d’un
comportement linéaire qui précède l’apparition des eﬀets de saturation non-
linéaires associés à un cycle limite d’amplitude constante.
La manière dont la combustion des gouttes en aluminium se couple au champ
Figure 1.22 – Schéma de propulseur en T (Gallier et al. (2019))
Figure 1.23 – Croissance des oscillations de pression dans un propulseur en T,
induit par l’instabilité de combustion de l’aluminium (Gallier et al. (2019))
acoustique pour des petites fluctuations de pression ou des fluctuations plus im-
portantes reste toutefois méconnue dans les moteurs à propergol solide. L’ob-
jectif de ce travail de thèse est d’explorer les mécanismes à l’origine de ces
phénomènes.

Chapitre 2
Instabilité thermoacoustique
L’instabilité induite par le couplage entre la combustion des gouttes
d’aluminium et l’acoustique de la chambre est une instabilité thermoa-
coustique. Dans ces conditions, la source de l’instabilité est associée au
couplage des fluctuations du taux de dégagement de chaleur induit par
la combustion des gouttes et l’acoustique du moteur. Ces fluctuations
du taux de dégagement de chaleur sont ici induites par la réponse de
la combustion aux fluctuations de l’écoulement. Une rapide vue d’en-
semble des méthodes utilisées pour prévoir ces instabilités dans le cadre
d’applications diﬀérentes est proposée. Ensuite, l’état de l’art sur les
mécanismes physiques à l’origine de l’instabilité étudiée dans ce ma-
nuscrit est décrit. Finalement, les objectifs de la thèse sont présentés.
2.1 Instabilité THermoACoustique (ITHAC)
Dans la communauté française de propulsion solide, l’instabilité provoquée
par la combustion des gouttes d’aluminium porte le nom d’ITHAC pour Insta-
bilité THermoACoustique (Orlandi et al. (2017)), car il s’agit, eﬀectivement,
d’une instabilité d’origine thermoacoustique. En présence d’une source volu-
mique de chaleur q˙, une équation d’onde pour les fluctuations de pression p1
peut être dérivée avec un terme source dépendant de la dérivée temporelle des
fluctuations du taux de dégagement de chaleur q˙1 (Crighton et al. (1992)) :
@2p1
@t2
  ⇢0a20r ·
✓
1
⇢0
rp1
◆
= (    1)@q˙1
@t
(2.1)
où ⇢0 et a0 sont la masse volumique et la vitesse du son de l’écoulement moyen.
Cette expression montre que des ondes acoustiques p1 sont générées et se pro-
pagent dans un milieu dès lors qu’il existe des fluctuations du taux de dégage-
ment de chaleur q˙1. La contribution de la source est d’autant plus importante
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que les taux de variation du taux de dégagement de chaleur @q˙1/@t sont élevés
et brutaux (Candel et al. (2009)). L’expression Eq. (2.1) est une représenta-
tion idéalisée des fluctuations de pression dans une chambre de combustion. Il
est possible qu’elle soit bien plus complexe dans un MPS, mais elle permet de
comprendre le principal mécanisme à l’origine d’instabilités thermoacoustiques.
Le couplage thermoacoustique se produit lorsqu’il y a résonance, c’est-à-dire
accumulation de l’énergie acoustique dans un ou plusieurs modes propres de la
chambre de combustion (Culick (2006)). On définit l’énergie acoustique Ea de
la chambre de volume V , moyennée sur une période d’oscillation T , comme
(Poinsot and Veynante (2005); Nicoud and Poinsot (2005)) :
Ea =
1
T
ˆ
T
ˆ
V
✓
⇢0
2
u1
2 +
1
2⇢0a20
p21
◆
dV dt (2.2)
avec ⇢0 la masse volumique dans la chambre, a0 la vitesse du son, u1 les fluctua-
tions de vitesse, p1 les fluctuations de pression. Pour un mélange diphasique, il
semble plus cohérent de définir l’énergie acoustique avec les propriétés du mé-
lange (annexe B). Un bilan d’énergie acoustique peut alors être établi à partir
des expressions précédentes (Eqs. (2.1) et (2.2)) et de l’équation de conservation
de la quantité de mouvement :
@Ea
@t
+r · Fa = S +D (2.3)
avec S le terme source, D le terme de dissipation et Fa les flux surfaciques. Ces
grandeurs sont moyennées sur la période acoustique. On trouve que la puissance
de la source thermoacoustique
´
V SdV est égale à l’intégrale de Rayleigh (Durox
et al. (2009)) :
ˆ
V
SdV =     1
 p0T
ˆ
T
ˆ
V
p1q˙1dV dt (2.4)
où le produit des fluctuations de pression p1 par les fluctuations du taux de
dégagement de chaleur a été moyenné sur l’ensemble du volume du moteur V
et sur une période d’oscillation T = 1/f associée à l’un des modes propres de
la chambre. On constate que si les oscillations de p1 et q˙1 sont en quadrature
alors S est nul. Il n’y a aucune action des perturbations de la combustion sur
l’acoustique de la chambre. Si p1 et q˙1 sont en opposition de phase ou proches
de cette condition, S est négatif et l’énergie acoustique décroît dans la chambre.
La combustion agit dans ce cas comme une source puissante permettant d’at-
ténuer les ondes sonores. Si au contraire, les fluctuations de pression et du taux
de dégagement de chaleur sont en phase ou proches de cette condition, alors
l’intégrale de Rayleigh est positive et l’énergie acoustique peut croître dans le
système. Dans ces conditions, la combustion amplifie les ondes sonores. Si cette
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amplification est plus importante que l’ensemble des mécanismes d’atténuation
représenté par D dans l’Eq. (2.3), la chambre est le siège d’une instabilité dite
thermoacoustique synchronisée par le mode en question.
Le taux d’amplification ↵ des oscillations acoustiques peut être déterminé
selon Cantrell and Hart (1964) à partir de :
2↵ ⌘
ˆ
V
@Ea
@t
dV/
ˆ
V
EadV (2.5)
En substituant l’équation (2.3) dans cette expression, on trouve une expression
reliant le taux de croissance de l’instabilité avec les termes sources, de dissi-
pation et les flux surfaciques de l’énergie acoustique (Poinsot and Veynante
(2005)) :
↵ =
´
V (S  r · Fa  D) dV
2
´
V EadV
(2.6)
On remarque donc que le taux de croissance ↵ de l’instabilité est positif (le
système est alors instable) si (Durox et al. (2009)) :ˆ
V
SdV >
ˆ
S
Fa · ndS +
ˆ
V
DdV (2.7)
On peut également séparer le taux de croissance ↵ en deux taux de crois-
sance. Le premier ↵ITHAC correspond à la source de l’instabilité. Les autres
contributions (de volume et de surface) correspondent essentiellement à des
pertes acoustiques, a priori, ↵l (l pour "losses") :
↵ =
´
V S
2
´
V EadV| {z }
↵ITHAC
+
  ´S Fa · ndS  
´
V DdV
2
´
V EadV| {z }
↵l
(2.8)
2.2 Méthodes de prévision d’une instabilité thermoa-
coustique
Malgré la simplicité de ces expressions, il est diﬃcile de prévoir les instabi-
lités de combustion (Candel (2002)). Il n’existe pas de méthode générale, ni de
modèle universel pour prévoir ces phénomènes, car il existe une grande variété
d’écoulements et de modes de combustion, qui dépendent notamment de l’ap-
plication industrielle.
Pour étudier les instabilités thermoacoustiques, il existe des approches ana-
lytiques, numériques, expérimentales ou intermédiaires basées sur des modèles
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d’ordre réduit, qui incorporent des observations et des modélisations faites par
les approches précédentes. Pour prévoir la stabilité, on s’appuie le plus souvent
sur une hypothèse d’un comportement linéaire des fluctuations de pression et
de dégagement de chaleur. Dans ce cadre simplifié, on utilise usuellement des
Fonctions de Tranfert de Flamme (FTF) qui permettent de relier les fluctua-
tions du taux de dégagement de chaleur aux fluctuations acoustiques (Crocco
(1969), Candel (2002)). Celles-ci peuvent être déterminées par des données
expérimentales, des simulations numériques (LES, DNS) et, dans certaines si-
tuations relativement simples, analytiquement. De même, en non-linéaire, il
existe un formalisme équivalent appelé Fonction Descriptive de Flamme (FDF)
qui fait intervenir une dépendance avec le niveau acoustique atteint dans le
foyer (Noiray et al. (2008)). Ces modélisations, définies dans l’espace fréquen-
tiel, peuvent ensuite être combinées avec des bilans d’énergie acoustique ou
fluctuante (Nicoud and Poinsot (2005)).
D’autres approches sont basées sur les équations d’Euler linéarisées, sur
l’équation de Helmholtz ou sur les modèles de réseaux d’éléments compacts,
etc. Si l’on préfère modéliser les fluctuations du taux de dégagement de chaleur
dans l’espace temporel, on a la possibilité d’utiliser la méthode de Galerkin
(Culick and Yang (1992)), des représentations sous forme d’espace d’état de
Schuermans (2003) ou des simulations numériques avec des choix de modélisa-
tion plus ou moins complexe pour prévoir la stabilité linéaire et l’amplitude du
cycle limite en non-linéaire. L’ensemble de ces diﬀérentes modélisations pour
prévoir les instabilités thermoacoustiques est schématisé à la figure 2.1.
Figure 2.1 – Modélisations pour la prédiction d’instabilités thermoacoustiques. (Po-
lifke (2015))
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2.3 Etat de l’art sur l’ITHAC
Dans les moteurs à propergol solide, ce sont souvent les premiers modes
acoustiques longitudinaux de la chambre qui sont impliqués dans des instabili-
tés thermoacoustiques (Gallier and Godfroy (2009)). Les modes à plus hautes
fréquences sont essentiellement atténués par les particules inertes d’alumine
(Culick (2006), Karnesky and Colucci (1975)). Les oscillations de pression in-
duites par l’instabilité peuvent atteindre des niveaux importants, de l’ordre de
quelques bars (Orlandi et al. (2017)). Les gouttes d’aluminium, présentes dans
le propergol et brûlant proche de la surface, sont très sensibles aux pertur-
bations de l’écoulement. De plus, la couche limite acoustique de l’écoulement
proche des parois se trouve être le siège de la combustion des gouttes d’alumi-
nium. La couche limite acoustique joue donc un rôle important dans la réponse
de la combustion des gouttes d’aluminium à l’acoustique.
Gallier and Godfroy (2009) ont mis en évidence cette instabilité thermoacous-
Figure 2.2 – Oscillations de la flamme autour d’une goutte en combustion (Gallier
et al. (2011))
tique dans un MPS par des simulations numériques des écoulements. Par des
études paramétriques, la dépendance de l’instabilité à des paramètres tels que
l’épaisseur du volume de combustion (ou le temps de combustion des gouttes),
l’enthalpie de réaction, la distribution spatiale du dégagement de chaleur et
l’eﬀet de la fréquence acoustique ont été identifiés.
Des travaux ont été entrepris par Gallier et al. (2011) pour comprendre la
réponse de la combustion d’une goutte d’aluminium sur la base de simulations
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directes d’une goutte sphérique fixe, à diamètre constant, dans un écoulement
oscillant. Comme illustré à la figure 2.2, les iso-contours de monoxyde d’alu-
minium AlO fluctuent autour de la goutte. Le monoxyde d’aluminium étant
un des principaux produits de combustion gazeux, les iso-contours permettent
également de représenter les oscillations de flamme. On observe que la flamme
fluctue. Ces étirements et contractions de flamme induisent des fluctuations de
surface de la flamme. Ces fluctuations de surface de flamme sont donc à l’ori-
gine des fluctuations du taux de dégagement de chaleur de la goutte qui brûle.
L’ensemble de cette dynamique est illustrée à la figure 2.3.
Figure 2.3 – Eﬀet de l’écoulement sur le dégagement de chaleur de la goutte qui
brûle
Gallier et al. (2011) montrent que les fluctuations du taux de dégagement
de chaleur q˙ de la goutte sont corrélées aux fluctuations du taux d’évaporation
de la goutte d’aluminium m˙Al. Un lien clair entre les oscillations de la vitesse
de l’écoulement autour d’une position d’équilibre et les oscillations de taux
d’évaporation a été établi (Gallier et al. (2011), Gallier and Godfroy (2009)) et
peut être modélisé par une fonction de réponse Ru (pour une particule fixe) :
m˙Al,1
m˙Al,0
= Ru
u1
u0
(2.9)
Les indices 0 et 1 correspondent aux grandeurs moyennes et fluctuantes de la
vitesse u du gaz et du taux d’évaporation de la goutte d’aluminium m˙Al. La
fonction Ru traduit cette sensibilité. Un calcul d’ordre de grandeur montre éga-
lement que dans les conditions qui règnent dans les MPS, |Ru|  |Rp| ou |RT |
où Rp et RT sont respectivement les réponses de la goutte aux perturbations
de pression et de température du gaz (Gallier et al. (2011)). Un modèle pour
cette réponse peut être obtenu par linéarisation de la corrélation de Ranz and
Marshall (1952) valable dans le cadre d’une approche quasi-stationnaire (cha-
pitre 7).
L’expression Eq. (2.9) a été obtenue pour une seule goutte. Or, l’instabilité
thermoacoustique est associée à la dynamique du nuage de gouttes. Un modèle
analytique a été proposé par Gallier and Godfroy (2009) où les fluctuations du
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taux de dégagement de chaleur induites par l’acoustique peut s’écrire comme :
q˙1
q˙0
= Ru
 up,0
| up|20
u1,  up,0 = (up,0   u0)| {z }
 up,0
ex + (vp,0   v0)| {z }
 vp,0
er (2.10)
avec une correction par rapport à l’équation (2.9) pour la prise en compte d’une
vitesse particulaire up non nulle. Les vecteurs er et ex correspondent respec-
tivement aux vecteurs radial et axial du repère cylindrique. Cette expression
n’a pas été comparée avec la simulation numérique. Ces fonctions de transfert
sont des FTF distribuées, au sens où ce sont des expressions linéaires et locales.
Cette expression pour les fluctuations locales du taux de dégagement de chaleur
Eq. (2.10) a ensuite été utilisée pour identifier des nombres adimensionnels qui
contrôlent cette instabilité (Casalis et al. (2011)) :
Stk =
!⇢pD2
18µ
, Sr =
!R
vi
, Sc =
! c,0
vi
(2.11)
avec Stk le nombre de Stokes, Sr le nombre de Strouhal de l’écoulement, Sc
le nombre de Strouhal de combustion, ! = 2⇡f la fréquence angulaire et f
la fréquence, ⇢p la masse volumique de la particule, µ la viscosité du gaz, D
le diamètre des particules, vi la vitesse en surface propergol et  c,0 l’épaisseur
moyenne de la zone de combustion. Casalis et al. (2011) explique que la source
de l’instabilité dépend peu du nombre de Strouhal Sr et est maximum pour un
nombre de Strouhal de combustion Sc = 1.
Pour conclure sur l’état de l’art, des travaux dans le domaine linéaire et des cal-
culs numériques ont montré la possibilité d’instabilités thermoacoustiques dans
les MPS. Les modèles linéaires (comme Eq. (2.10)) n’ont pas été comparés aux
calculs numériques. Une étude paramétrique par simulation (Gallier and God-
froy (2009)) a démontré que l’instabilité est dépendante de grandeurs physiques
qui interviennent dans des nombres adimensionnels définis à partir de modèles
analytiques linéaires (Casalis et al. (2011)). Enfin, aucune publication ne fait
état d’études sur les phénomènes non-linéaires de cette instabilité, c’est-à-dire
la convergence vers un cycle limite.
Dans la section suivante, les objectifs et la démarche entreprise dans ce
manuscrit, pour étudier l’ITHAC, sont détaillés.
2.4 Objectifs de la thèse
Les instabilités de combustion résultant de couplages thermo-acoustiques
sont des problèmes récurrents dans les systèmes de propulsion, et probablement
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aussi dans les moteurs à propergol solide, qui peuvent entraîner des défaillances
du lanceur ou des vibrations importantes transmises à la charge utile.
Il n’existe pas de méthode de prévision universelle et fiable de ces phéno-
mènes lors de la conception d’un moteur, si ce n’est éventuellement des calculs
3D diphasiques, avec une géométrie qui évolue au cours de la simulation par
la régression du propergol, au coût de calcul très important et avec des mo-
dèles physiques potentiellement incomplets. Toute modification de technologie
du moteur peut donc éventuellement entraîner le développement de nouvelles
oscillations auto-entretenues indésirables.
Ces oscillations résultent d’un couplage résonant faisant intervenir plusieurs
mécanismes d’interactions entre l’écoulement, la combustion et l’acoustique qui
peuvent s’avérer très complexes. Il est donc nécessaire de prendre en compte
au cas par cas ces phénomènes par le biais de la modélisation et de la simula-
tion le plus tôt possible lors des phases de conception d’un moteur. L’objectif
général est d’identifier la nature de ces couplages, de comprendre quels sont les
principaux mécanismes générateurs, de prévoir les fréquences et les niveaux de
ces oscillations et d’étudier les moyens de les réduire.
L’objectif des travaux menés est de modéliser les instabilités thermoacoustiques
observées dans les simulations numériques, afin de comprendre leur origine, leur
nature et d’en déduire des modèles simplifiés qui permettront de prévoir leur
occurrence. Ces travaux sont des préalables nécessaires pour développer des
outils utiles à l’ingénieur pour conduire des analyses de sensibilité, et d’une
façon générale, guider la conception de ces systèmes pour empêcher ou limiter
le développement d’instabilités.
2.5 Plan du manuscrit
Les instabilités traitées dans ce travail dépendent du modèle de combustion
de gouttes d’aluminium choisi qui, aujourd’hui, n’est ni universel ni consensuel.
Un état de l’art sur les diﬀérents modèles de combustion est donc rappelé au
chapitre 3.
Dans le chapitre 4, une simulation numérique de référence est présentée pour
mettre en évidence l’instabilité et analyser sa dynamique.
Au chapitre 5, une simulation stable pulsée à diﬀérentes amplitudes permet
d’étudier les phénomènes non-linéaires associés à la source S de l’instabilité.
Les non-linéarités de la réponse de la combustion de l’aluminium à l’acoustique
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sont notamment mises en évidence. Une étude paramétrique est ensuite menée
et permet d’illustrer l’impact de la modélisation du taux de dégagement de
chaleur en fin de vie des gouttes sur l’instabilité. Une comparaison qualitative
est finalement faite entre deux modèles de combustion issus de la littérature
scientifique.
Pour déterminer la stabilité linéaire d’un MPS, les pertes et sources acous-
tiques doivent être modélisées. Le chapitre 6 est consacré à la dérivation des
pertes acoustiques à partir des équations bilans. On rappelle que la source, ici,
est la source thermoacoustique liée à la réponse de la combustion des gouttes
à l’acoustique.
Dans le chapitre 7, le calcul stable, utilisé au chapitre 5, est ensuite étudié
pour un forçage à une amplitude relativement faible afin d’observer un compor-
tement linéaire de la source thermoacoustique. Un modèle analytique linéaire
pour les fluctuations du taux de dégagement de chaleur ˆ˙q est développé et va-
lidé avec une simulation pulsée. Ce modèle linéaire présente des améliorations
importantes par rapport à l’état de l’art. Il reproduit relativement bien la si-
mulation numérique et permet, a priori, d’être utilisé dans un modèle d’ordre
réduit pour la prévision de la stabilité linéaire d’un MPS.
L’ingénieur qui souhaite concevoir le moteur peut être intéressé par le déve-
loppement d’outils d’ordre réduit mais également par des paramètres dimen-
sionnants qui contrôlent l’instabilité. La démarche entreprise au chapitre 8 est
donc de dériver des nombres adimensionnels qui sont obtenus à partir du mo-
dèle linéaire développé pour les fluctuations du taux de dégagement de chaleur.
Le dernier chapitre 9 propose un outil d’ordre réduit pour la prédiction du
cycle limite lors d’instabilités thermoacoustiques. Il intègre une modélisation
non-linéaire du taux de dégagement de chaleur. Cet outil en développement
ouvre la voie à des études plus approfondies sur l’étude des non-linéarités et la
sensibilité du cycle limite aux données d’entrée (géométrie, propergol, granulo-
métrie, ...).

Deuxième partie
Simulations de l’instabilité
thermoacoustique dans un
Moteur à Propergol Solide

Chapitre 3
Modélisation de la combustion
de l’aluminium
La modélisation de la combustion des gouttes d’aluminium est un point
clé pour comprendre les instabilités thermoacoustiques qui peuvent se
déclencher dans les MPS. Les principaux mécanismes observés lors de la
combustion de l’aluminium dans les conditions de fonctionnement d’un
moteur sont examinés dans ce chapitre. Les diﬀérentes modélisations
proposées pour la combustion de gouttes d’aluminium sont également
décrites.
3.1 Modèles de la combustion de gouttes d’alumi-
nium
Les principaux modèles de combustion de l’aluminium sont brièvement ex-
posés dans cette section. Ils reposent tous sur une combustion de gouttes isolées,
hypothèse vérifiée dans un premier temps.
3.1.1 Eﬀet de combustion de groupe
On cherche dans un premier temps à valider l’hypothèse de goutte isolée
pour les conditions suivantes : la masse volumique des gouttes égale à ⇢p = 2000
kg/m3 et la masse volumique du gaz environnant à ⇢g = 10 kg/m3. Ces valeurs
sont typiques de celles rencontrèes en moteur (Gallier and Godfroy (2009)).
La combustion de l’aluminium est généralement supposée comme étant une
combustion distribuée de gouttes individuelles (Bind et al. (2012); Beckstead
(2002)). Cependant, cette hypothèse n’est pas toujours vraie pour toutes les
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Figure 3.1 – Deux gouttes en combustion de diamètre D et de rayon de flamme rf
séparées d’une distance dp
conditions opératoires et doit donc être vérifiée. Les eﬀets de combustion de
groupe sont généralement évalués par l’approche de Chiu (Chiu and Liu (1977);
Chiu et al. (1982)). Nakamura et al. (2005) ont identifié deux régimes de com-
bustion diphasique, une combustion de type prémélangée et une combustion
de type diﬀusion. Dans une combustion de type prémélangée, l’oxydant est
initialement présent autour de chaque goutte individuelle alors que dans une
combustion de type diﬀusion, l’oxydant est présent seulement à l’extérieur du
nuage de gouttes. Pour une combustion de type prémélangée, le critère de Chiu
surestime le comportement de combustion de groupe parce qu’il ne prend pas
en compte la présence initiale d’oxydant autour des gouttes (Nakamura et al.
(2005); Kitano et al. (2014)).
Les gouttes d’aluminium, qui sont injectées dans le moteur, sont entourées
des produits gazeux de la combustion du propergol solide qui jouent le rôle de
gaz oxydants. Ainsi, la combustion de l’aluminium est classifiée comme étant
une combustion de type prémélangée et l’approche de Chiu n’est donc pas per-
tinente pour valider l’hypothèse de combustion de gouttes isolées. Il est donc
plus adapté de considérer la distance moyenne inter-particules par rapport au
rayon de flamme rf comme illustré dans la figure 3.1 (Borghi and Destriau
(1998); Bind et al. (2012); Annamalai et al. (1994)). De la théorie de percola-
tion, une limite pour l’hypothèse de gouttes isolées peut être déduite (Borghi
and Destriau (1998); Kerstein and Law (1982)) :
rf
dp
< 0.43 (3.1)
La distance moyenne inter-particules dp peut être évaluée en fonction de la
fraction volumique ↵p des gouttes dans la chambre du moteur et du diamètre
des gouttes D (Schwarzkopf et al. (2011); Bind et al. (2012)) :
dp
D
=
✓
6↵p
⇡
◆ 1/3
(3.2)
Les gouttes d’aluminium étant oxydées essentiellement par deux réactifs
CO2 et H2O, il est diﬃcile d’avoir une bonne estimation du rayon de flamme
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de la théorie (Kerstein and Law (1982)). Les mesures de Bucher et al. (1998)
et Bucher et al. (1996) donnent :
rf
D
' 3 (3.3)
On rappelle qu’il y a des grandes gouttes provenant de la fusion d’agglo-
mérats et des gouttes de petites tailles non agglomérées (comme décrit dans
le chapitre 1 à la sous-section 1.3.2). On ne considère que les grandes gouttes
provenant d’agglomérats (comme Gallier and Godfroy (2009)) car les petites se
consumment plus rapidement. Dans ce cas, cela revient à un tiers de la fraction
massique de l’aluminium, soit une fraction massique de  = 6% pour un moteur
d’Ariane 5 (Duterque et al. (1999)). On a alors :
↵p =
⇢g
⇢p
= 3. 10 4 ⌧ 1 rf
dp
= 0.25 < 0.43 (3.4)
La fraction volumique ↵p reste petite et permet de supposer une phase par-
ticulaire diluée. Le rapport rf/dp est aussi assez petit pour négliger les eﬀets
de combustion de groupe et considérer une combustion distribuée de gouttes
brûlant individuellement.
3.1.2 La loi du D2
Ce premier modèle est une base commune à tous les autres modèles de
combustion de goutte présentés par la suite. Il s’agit d’un modèle désigné par
la loi du D2 car le diamètre de la goutte au carré varie linéairement par rapport
au temps pour un milieu ambiant constant (Spalding (1951); Sirignano (1999);
Kuo (1986); Law (2006)). Pour établir ce modèle, on utilise les approximations
suivantes :
— masse volumique de la goutte constante
— goutte isolée
— régime stationnaire
— symétrie sphérique
— un seul oxydant est pris en compte
— nombre de Lewis unitaire (Le = 1)
— chimie infiniment rapide
— température uniforme de la goutte correspondant à un petit nombre de
Biot Bi⌧ 1 (vérifiée pour l’aluminium Gallier et al. (2011))
Le bilan de masse d’une goutte sphérique de diamètre D nous donne (Spal-
ding (1951)) :
dD2
dt
=   4m˙
⇡D⇢p
(3.5)
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où ⇢p est la masse volumique de la goutte et m˙ le débit massique d’aluminium
émanant de la surface de la goutte qui s’exprime suivant la loi du D2 :
m˙ = m˙D2 = ⇡D
µ
Pr
ln(1 + B)Sh (3.6)
où m˙D2 est le taux de consommation pour une goutte suivant la loi du D2, µ la
viscosité du gaz, Pr le nombre de Prandtl, B le nombre de Spalding qui est défini
ci-dessous, Sh le nombre de Sherwood qui caractérise l’eﬀet de la convection
et est défini dans la section 3.2. Sans convection, le nombre de Sherwood vaut
Sh = 2.
L’équation (3.5) se réécrit donc :
dD2
dt
=   4m˙
⇡D⇢p
=  4µ ln(1 + B)Sh
Pr⇢p
(3.7)
Si le terme de droite de l’équation (3.7) peut être supposé constant, on obtient
la relation suivante :
D2(t) = D2i  

4µ ln(1 + B)Sh
Pr⇢p
 
t (3.8)
où Di est le diamètre initial de la goutte à t = 0. Avec ce modèle, il est possible
de déterminer un temps de combustion d’une goutte tc pour lequel il n’y a plus
de masse à brûler (D2(t = tc) = 0) et est donné par :
tc =
Pr⇢pD2i
4µ ln(1 + B)Sh
(3.9)
La définition du nombre de Spalding B peut varier. Si on suppose un nombre de
Lewis unitaire, quelle que soit la définition retenue, on obtient la même valeur
pour ce nombre. On reproduit, ici, trois définitions pour le nombre de Spalding
B utilisé dans la loi du D2 par la combustion de gouttes :
BAl,Ox =
YOx,1/s+ YAl,S
1  YAl,S , BAl,T =
CP,g(T1   TS)  YAl,S Hr
Lv + Hr(YAl,S   1)
BOx,T =
CP,g(T1   TS) + YOx,1 Hr/s
Lv
(3.10)
où Y est la fraction massique, CP,g correspond à la capacité calorifique du
gaz environnant à pression constante, S correspond aux conditions en proche
surface de la goutte dans le gaz, 1 loin de la goutte dans le gaz,  Hr est
l’enthalpie de réaction, Al identifie le carburant ici l’aluminium, Lv correspond
à la chaleur latente de vaporisation et s est le rapport des fractions massiques
oxydant-carburant à la stœchiométrie :
s =
✓
YOx
YAl
◆
st
(3.11)
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avec l’indice st qui indique l’état à la stœchiométrie. Au cours de la combus-
tion de l’aluminium dans des conditions de type MPS d’Ariane 5, les oxydants
sont essentiellement du dioxyde de carbone et de la vapeur d’eau. Ces deux
oxydants sont à considérer, il est diﬃcile d’en négliger un. La loi du D2 ne
prévoit pas cette possibilité. Elle a été établie pour un seul oxydant. Il faut
donc évaluer YOx,1 et s avec un modèle. De plus, les réactions sont multiples.
L’aluminium se vaporise, réagit avec l’un des oxydants, puis certains produits
gazeux se condensent. Dans ces produits liquides, certains rétro-diﬀusent vers
la goutte d’aluminium et modifient la forme des gouttes d’aluminium comme
on l’a vu précédemment (sous-section 1.3.3). L’enthalpie de réaction et la frac-
tion massique d’aluminium gazeux à la surface de la goutte sont donc d’autres
inconnues à déterminer.
3.1.3 Modèle de Law
Le modèle de Law (Law (1973), Cesco (1997)) est une adaptation d’un mo-
dèle de flamme de diﬀusion pour la combustion des gouttes d’aluminium. Pour
prendre en compte la condensation de l’alumine, Law (1973) introduit deux
paramètres. Il s’agit de ✓, la fraction d’oxydes sous forme vapeur et ⌘, fraction
de ces oxydes qui diﬀusent vers la surface de la goutte et qui se condensent.
Dans ce modèle simple, seul l’alumine gazeux Al2O3, qui est le produit
majoritaire, est considéré parmi tous les produits gazeux de combustion Al2O3,
AlCl, AlCl2, AlCl3, AlClO, AlOH2, Al, AlO, Al2O. Le système réactionnel
de Law (1973) est donc :
2Alg +
3
2
O2 ) 2AlOg + 1
2
O2 (3.12)
avec l’indice g qui indique l’état gazeux et une enthalpie de la réaction qui vaut
 Hr = 9530 kJ/kg et une condensation partielle en alumine liquide :
2AlOg +
1
2
O2 ) Al2O3,l (3.13)
où l’indice l indique l’état liquide. Les équations de conservation de masse des
espèces (sous forme vapeur) et de l’énergie conduisent à un système de six
équations. La résolution de ce système donne le débit de combustible évaporé,
les deux paramètres ✓ et ⌘, le rayon de la flamme rf , la fraction massique
d’oxydes (produits de combustion) sous forme vapeur au niveau de la flamme
et la fraction massique de combustible YAl,S à la surface de la goutte. Ce modèle
est basé sur un modèle de diﬀusion avec un seul oxydant puis a été amélioré
par diﬀérents auteurs (Brooks and Beckstead (1995), DesJardin et al. (2005)).
Cependant, il ne donne pas toujours des résultats cohérents avec les résultats
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physiques attendus (Cesco (1997)). Nous choisissons alors de l’abandonner pour
un modèle plus simple, le modèle issu du groupe de travail ASSM (Aerodyna-
mics of Segmented Solid Motors), présenté ci-dessous.
3.1.4 Modèle ASSM
Le modèle ASSM, utilisé dans les codes de simulation d’ArianeGroup, a été
développé dans le cadre d’un programme de recherche français Aerodynamics
of Segmented Solid Motors (Lupoglazoﬀ et al. (2002); Vuillot and Kuentzmann
(1995)). Il s’agit d’un modèle simplifié de la combustion de l’aluminium, issu
de la loi du D2, et mono-espèce. Pour prendre en compte la formation de rési-
dus d’oxydes d’aluminium, condensats de produits de combustion (Beckstead
(2002); Zarko and Glotov (2013)), la combustion est arrêtée par une fonction
Heaviside lorsque la goutte atteint une taille de résiduDr. Cette modélisation de
l’extinction par un arrêt abrupt du processus de combustion (sous-section 1.3.4)
permet également de modéliser plus simplement les résidus. De plus, le modèle
ASSM est mono-espèce. Il n’est pas nécessaire de déterminer les fractions mas-
siques Yk de l’oxydant et du réducteur. L’expression du nombre de Spalding
est, dans ce cas, simplifiée. Le taux de consommation s’exprime alors comme :
m˙ = m˙D2H(D  Dr) = ⇡D µPr ln(1 + B)ShH(D  Dr) (3.14)
Dans cette expression, le nombre de Spalding B correspond à une simplification
de BOx,T de l’équation Eq. (3.10), tel que :
B =
CP,g(T1   TS) + Hr
Lv
(3.15)
où CP,g est la capacité calorifique du gaz environnant à pression constante, Hr
l’enthalpie de réaction de combustion et Lv la chaleur latente de vaporisation
de l’aluminium.
L’enthalpie de réaction  Hr est calculée de la même façon que pour le
modèle de Law à partir de l’équation Eq. (3.12). On suppose donc que  Hr =
9530 kJ/kg.
Le diamètre suit donc la loi du D2 avec une fonction Heaviside pour la
condition d’arrêt :
dD2
dt
=   4m˙
⇡D⇢p
=  4µ ln(1 + B)Sh
Pr⇢p
H(D  Dr) (3.16)
Lorsque le diamètre de la goutte est supérieur au diamètre résiduel Dr, la
goutte d’aluminium brûle selon la loi du D2. Si le diamètre est inférieur ou
égal à Dr, la goutte est inerte et correspond à une goutte d’alumine. Le temps
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de combustion d’une telle goutte est donc défini par (pour un terme source
constant de l’équation (3.16)) :
tc =
⇢pPr(D2i  D2r)
4Shµ ln(1 + B)
(3.17)
Ce modèle sera préféré aux autres dans l’essentiel du manuscrit car il modélise
deux phases considérées comme essentielles dans la dynamique : (i) la phase
symétrique et (ii) l’extinction abrupte (voir chapitre 1).
3.1.5 Modélisation simple du lobe d’alumine : modèle de la
calotte sphérique
Beckstead (2002), Brooks and Beckstead (1995) et Widener and Beckstead
(1998) démontrent que la consommation des gouttes d’aluminium dévie de la loi
duD2, du fait de la présence d’alumine dans la goutte (Fig. 3.2). En eﬀet, la sur-
face d’échange aluminium-oxydant est d’autant diminuée que le lobe d’alumine
est grand et la combustion est modifiée. En considérant la goutte aluminium-
alumine sphérique, on peut en déduire une hauteur de dépôt h d’alumine qui
peut être déterminée par l’équation (Beckstead (2002)) :
h3   3
2
Dh2 +
3VAl2O3
⇡
= 0 (3.18)
où VAl2O3 représente le volume d’alumine liquide présent dans la goutte, D le
diamètre de la goutte aluminium-alumine. Le volume total de la goutte V est :
V =
⇡
6
D3 (3.19)
Le volume d’aluminium VAl et le volume d’oxyde d’aluminium VAl2O3 sont :
VAl2O3 =
⇡
6
(D3i  D3)
 3
1   3 , VAl = V   VAl2O3 (3.20)
avec Di le diamètre initial et   le nombre adimensionnel suivant :
  =
Dr
Di
✓
⇢Al
⇢Al2O3
◆1/3
(3.21)
où Dr est le diamètre résiduel, ⇢Al la masse volumique de l’aluminium liquide
et ⇢Al2O3 la masse volumique de l’alumine liquide. Le diamètre D de la goutte
aluminium-alumine évolue selon la loi du D2 pour une goutte sphérique bi-
composant mais avec un taux de consommation de l’aluminium m˙ diﬀérent de
la loi du D2 classique :
dD2
dt
=   4m˙
⇡D⇢Al
(3.22)
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Figure 3.2 – Modélisation de la couche d’alumine dans la goutte / Calotte sphérique
(Beckstead (2002))
Dans ces conditions, le taux de consommation m˙, en considérant la reconden-
sation en alumine, est donné par :
m˙ = ⇡(D   h) µ
Pr
ln(1 + B)Sh(1   3) (3.23)
Le diamètre de la goutte suit donc l’équation suivante :
dD2
dt
=   4µ
⇢AlPr
ln(1 + B)Sh
✓
1  h
D
◆
(1   3) (3.24)
D’autres modèles ont été proposés par Duterque et al. (1999) et par Kuentz-
mann (1973). Duterque et al. (1999) représentent la situation en considérant une
sphère d’alumine incluse partiellement dans une sphère d’aluminium. Kuentz-
mann (1973) calcule en fonction des eﬀorts de tension superficielle la position
de l’alumine par rapport à la goutte d’aluminium. Ces deux modèles ne seront
pas présentés dans ce manuscrit de thèse. La figure 3.3 représente ces trois
modèles.
Figure 3.3 – Diﬀérentes géométries du lobe d’alumine : calotte sphérique présentée
ici (à gauche), géométrie de Duterque (au centre), de Kuentzmann (à droite) (Duterque
et al. (1999), Kuentzmann (1973))
Le modèle issu de l’équation Eq. (3.24) est rapidement étudié dans le ma-
nuscrit lors d’une étude paramétrique présentée dans le chapitre 5.
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3.2 Eﬀet de l’écoulement sur la combustion d’une
goutte
Dans cette section, les eﬀets de convection et de traînée associés à l’écou-
lement autour de la goutte sont décrits. Diﬀérents modèles pour prendre en
compte ces phénomènes sont présentés. Si la goutte est transportée par le mi-
lieu ambiant avec une diﬀérence de vitesse entre celle de la goutte et celle de
l’écoulement gazeux, des eﬀorts hydrodynamiques s’excercent sur la goutte. Cet
écoulement externe n’est pas pris en compte dans la loi du D2. Il faut donc la
corriger via la corrélation de Ranz and Marshall (1952). On notera que les eﬀets
de convection sont forcément diﬀérent pour une goutte avec une calotte d’alu-
mine, néanmoins cet aspect n’est pas pris en compte dans le manuscrit. Enfin,
comme la goutte se vaporise, un écoulement normal à l’interface de la goutte
s’établit. L’écoulement externe étant modifié, les eﬀorts hydrodynamiques dif-
fèrent également.
Cette section est organisée comme suivant : (i) une première sous-section qui
traite la modélisation de l’eﬀet de l’écoulement sur une goutte inerte, (ii) une
seconde au sujet de l’eﬀet de l’évaporation ou de la combustion sur l’écoulement
et (iii) une dernière qui propose une modélisation de l’eﬀet de l’écoulement sur
la goutte en combustion.
3.2.1 Goutte inerte dans un écoulement gazeux
On traite dans cette partie la modélisation choisie pour la force de traînée et
les échanges thermiques pour une particule inerte, par exemple pour les gouttes
résiduelles d’alumine, après combustion dans un moteur à propergol solide.
3.2.1.1 Forces hydrodynamiques
On définit un nombre de Reynolds basé sur la diﬀérence entre la vitesse du
centre de masse de la goutte et la vitesse de l’écoulement loin de la goutte :
Rep =
⇢g||up   u||D
µ
=
⇢g|| up||D
µ
(3.25)
avec || up|| = ||up   u||, vitesse relative de la goutte liquide par rapport à
l’écoulement externe, ⇢g la masse volumique du gaz, D le diamètre de la goutte
et µ la viscosité du gaz.
La goutte peut être soumise à une force de traînée, de portance, de gravité
et une poussée d’Archimède, mais aussi à des eﬀets de masse ajoutée, d’insta-
tionnarité de l’écoulement, de Magnus et une force d’histoire. Avec l’hypothèse
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de sphéricité de la goutte, d’une masse ajoutée négligeable (⇢p   ⇢g) et de
faible nombre de Reynolds Rep, seule la force de traînée, qui est dirigée selon
 up, est à considérer.
La force de traînée et son temps caractéristique associé dépendent d’un co-
eﬃcient de traînée Cd :
Fd =  Cd8 ⇡D
2⇢g|| up|| up, ⌧d = 4⇢pD3⇢gCd|| up|| (3.26)
où ⇢p est la masse volumique de la goutte liquide et ⇢g la masse volumique du
gaz.
Dans le cas de gouttes dans un gaz en l’absence d’évaporation, l’interface
liquide-gaz joue un rôle prépondérant. Contrairement à une particule solide, où
une adhérence est observée, la contrainte tangentielle à l’interface est continue,
entraînant ainsi un mouvement fluide dans la goutte, mais aussi une diminution
de la contrainte des gaz sur celle-ci. A faible nombre de Reynolds Rep, on peut
supposer que la sphéricité de la goutte est conservée. Dans ces conditions, la
formule d’Hadamard donne pour le coeﬃcient de traînée :
Cd = Cd,m˙=0 =
8
Rep
2 + 3µ
1 + µ
(3.27)
où l’indice m˙ = 0 indique l’état inerte (sans évaporation), µ = µp/µ est le
rapport des viscosités de la particule et du fluide environnant. Cette formule
est valable pour une particule solide, une goutte liquide et une bulle. Pour de
l’aluminium pur liquide à haute température, la viscosité est de l’ordre de µp =
µAl ⇡ 10 3 Pa.s (Vargel (2005)). La viscosité du gaz est de l’ordre de µ = 9⇥
10 5 Pa.s, (Gallier and Godfroy (2009)). De plus, selon Vargel (2005), l’alumine
présent dans la goutte augmente la viscosité moyenne µp de la goutteAl Al2O3,
donc µp > µAl > µ. On suppose alors que le rapport des viscosités est très grand
devant 1 (µ   1). Pour Rep < 1, on obtient alors, sans évaporation, à partir
de la formule d’Hadamard (Eq. (3.27)) :
Cd,m˙=0 =
24
Rep
(3.28)
Le coeﬃcient de traînée Cd d’une goutte d’aluminium correspond donc à
un coeﬃcient de traînée pour une particule solide. Dans ce cas-là, le temps de
relaxation ⌧d associé à la force de traînée est donné par :
⌧d =
4⇢pD
3⇢gCd|| u|| =
⇢pD2
18µ
(3.29)
Les corrélations Eqs. (3.26), (3.28) et (3.29) ne sont valables qu’à faibles
nombres de Reynolds particulaire (Rep < 1). Pour étendre la modélisation à de
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plus hauts nombres de Reynolds, il faut vérifier que la goutte conserve sa sphé-
ricité en présence de l’écoulement (le lobe d’alumine n’est pas pris en compte
ici). On donne dans un premier temps l’extension de la modélisation ainsi que
ses bornes de validité et on vérifiera la sphéricité dans ce domaine.
Pour un nombre de Reynolds supérieur à 1 et inférieur à 800, dans le cas
d’une conservation de la sphéricité, on peut utiliser la corrélation de Schiller
and Naumann (Schiller and Naumann (1933); Naumann and Schiller (1935)) :
Cd,m˙=0 =
24(1 + 0.15Rep
0.687)
Rep
(3.30)
Le temps caractéristique associé à la force de traînée de la particule s’écrit
donc :
⌧d =
1
1 + 0.15Rep
0.687
⇢pD2
18µ
(3.31)
Le temps caractéristique associé à l’inertie est défini comme : ⌧I = D|| up|| .
On peut donc définir un nombre de Stokes de la goutte :
Stk =
⌧d
⌧I
=
1
1 + 0.15Rep
0.687
⇢pD|| up||
18µ
(3.32)
En utilisant les valeurs pour la masse volumique particulaire ⇢p, la vitesse re-
lative | up|, le diamètre particulaire D de Gallier and Godfroy (2009) et pour
Rep < 800, on trouve Stk > 1. On en déduit alors que l’inertie de la goutte est
grande devant les eﬀets visqueux (ici la traînée).
A hauts nombres de Reynolds (1 < Rep < 800), la goutte reste sphérique
si la tension superficielle est suﬃsamment grande devant les autres forces aéro-
dynamiques (inertie, force de traînée, gravité, ...). Si on suppose que les eﬀets
d’inertie sont les plus importants, alors il suﬃt de les comparer à la tension su-
perficielle pour vérifier la sphéricité de la goutte. Le nombre de Weber, rapport
des forces d’inertie et de la tension superficielle, est défini par :
We =
⇢g|| up||2D
 
(3.33)
où   est la tension superficielle entre la goutte et le gaz. Selon Vargel (2005),
on peut évaluer la tension superficielle de la goutte à   ⇡ 0.6 N/m (pour une
température de 2791 K). Pour Rep < 800, le nombre de Weber est inférieur à :
We < 0.2 (3.34)
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On supposera que le nombre de Weber est suﬃsamment petit (We ⌧ 1) pour
considérer que la sphéricité est conservée. La force de traînée Fd et le temps
caractéristique ⌧d correspondant, pour Rep < 800, s’expriment donc :
Fd =  3(1 + 0.15Rep0.687)⇡Dµ up, ⌧d = 1
1 + 0.15Rep
0.687
⇢pD2
18µ
(3.35)
3.2.1.2 Échanges thermiques par convection entre une goutte et son
environnement
On suppose un nombre de Biot petit. La température Tp de la goutte est donc
supposée uniforme. Sans combustion ou évaporation, les échanges thermiques,
à la surface de la goutte, sont des échanges de type conducto-convectif dont le
flux est donné par :
Qv = ⇡ gDNu(Tg   Tp) (3.36)
où  g est la conductivité thermique du gaz environnant, Nu est le nombre de
Nusselt et Tg la température du gaz environnant. Pour une goutte sphérique
dans un écoulement où la vitesse est imposée, le nombre de Nusselt est donné
par (Kuo (1986)) :
Nu = 2 + 0.6Rep
1/2Pr1/3 (3.37)
avec Pr le nombre de Prandtl et Rep le nombre de Reynolds particulaire. Avec
combustion/évaporation, on supposera que la convection apportera la chaleur
nécessaire au liquide pour s’évaporer :
Qv = m˙Lv (3.38)
où m˙ est le taux massique d’aluminium consommé en kg/s et Lv la chaleur
latente de vaporisation.
3.2.2 Eﬀet de l’évaporation/combustion sur la force de traînée
L’évaporation de la goutte modifie le comportement des deux fluides, no-
tamment à l’interface. La couche limite est souﬄée par le flux d’évaporation
normal à la surface de la goutte. La force de traînée diminue alors. Pour un
nombre de Reynolds modéré, une modélisation simple consiste à modifier le
coeﬃcient de traînée défini précédemment par 1/(1 + B) avec B le nombre de
Spalding (Renksizbulut and Yuen (1983)) :
Cd =
Cd,m˙=0
1 + B
(3.39)
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On supposera, dans les conditions de fonctionnement des MPS considérés
pour lesquels Rep < 100, que cette corrélation est toujours vraie.
Pour un nombre de Reynolds particulaire compris entre 1 et 100, le temps
caractéristique associé à la force de traînée de la particule s’écrit donc :
⌧d =
1 + B
1 + 0.15Rep
0.687
⇢pD2
18µ
, Fd =  3⇡1 + 0.15Rep
0.687
1 + B
Dµ up (3.40)
3.2.3 Eﬀet de la convection sur l’évaporation/combustion
De la même façon que l’évaporation a un eﬀet sur l’écoulement extérieur,
l’écoulement extérieur modifie le taux d’évaporation et le débit massique de
l’aluminium m˙. Quel que soit le modèle utilisé, on a :
m˙ / Sh (3.41)
Le nombre de Sherwood Sh compare le transfert par convection de masse au
transfert par diﬀusion. La loi la plus utilisée pour le nombre de Sherwood pour
une sphère plongée dans un écoulement est la corrélation empirique de Ranz-
Marshall :
Sh = 2 + 0.6Rep
1/2Pr1/3 (3.42)
Cette relation montre que l’écoulement externe (via le nombre de Reynolds
Rep) modifie le taux d’évaporation des gouttes m˙. On remarque que lorsque le
nombre de Reynolds Rep augmente, le taux d’évaporation m˙ augmente égale-
ment.
L’hypothèse quasi-stationnaire, nécessaire à loi du D2 et à la corrélation de
Ranz-Marshall, est discutée en suivant.
3.2.4 Hypothèse quasi-stationnaire
D’un point de vue dynamique, Gallier et al. (2011) ont démontré, par si-
mulation numérique directe de l’écoulement autour d’une goutte d’aluminium
qui brûle dans l’air, que la réponse de la flamme autour de la goutte à une
oscillation acoustique est contrôlée par le processus de convection et que la dy-
namique de la chimie n’est pas altérée. De plus, dans le domaine fréquentiel
f < 5 kHz, Gallier et al. (2011) observent que la réponse numérique correspond
à la linéarisation de la corrélation (Eq. (3.42)) de Ranz and Marshall (1952). A
plus haute fréquence, l’hypothèse quasi-stationnaire n’est donc plus valide.
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Sujith et al. (2000) définissent un critère théorique pour valider l’hypothèse
quasi-stationnaire :
u1
!D
  0.75 (3.43)
qui compare les fluctuations de vitesse du gaz u1, la fréquence acoustique
! = 2⇡f et le diamètre de la goutte D. La validité de l’hypothèse quasi-
stationnaire est donc dépendante de l’amplitude des fluctuations de vitesse
u1 et de la fréquence acoustique f . Gallier et al. (2009) ont vérifié la relation
pour une simulation très similaire à celles eﬀectuées dans ce manuscrit.
On supposera donc que l’hypothèse quasi-stationnaire est vérifiée dans l’en-
semble des simulations eﬀectuées dans ce travail.
On notera que la présence et le rayonnement de fumées et la calotte d’alu-
mine ont été négligés dans les échanges gaz-aluminium.
Chapitre 4
Simulation numérique instable
de référence
Ce chapitre présente les modèles physiques et numériques utilisés dans
les simulations numériques qui sont menées. Une simulation instable de
référence sert de point de départ de l’ensemble des analyses faites dans
ce manuscrit. Elle permet d’illustrer les mécanismes physiques mis en
jeu au cours d’une instabilité thermoacoustique. Ce calcul est étudié en
examinant la structure de l’écoulement, la distribution du taux de dé-
gagement de chaleur induit par la combustion de l’aluminium, le terme
source de Rayleigh à l’origine de l’instabilité thermoacoustique et le taux
de croissance de l’instabilité.
4.1 Modélisation physique de l’écoulement dans les
simulations numériques
Les simulations numériques de l’écoulement (CFD) sont eﬀectuées avec le
code CPS (Code de Propulsion Spatiale), un code interne CNES/ArianeGroup
(Durand et al. (2000)), présenté brièvement en annexe A.
Dans un MPS, il existe essentiellement deux classes de gouttes d’aluminium
qui brûlent, des gouttes de petite taille et des gouttes de plus grande taille
provenant d’une agglomération de particules solides avant la fusion (voir la
sous-section 1.3.2). Les petites gouttes d’aluminium réactives sont considérées
comme étant négligeables pour l’instabilité thermoacoustique étudiée, puis-
qu’elles brûlent très rapidement et dans une zone à la surface du propergol
où les fluctuations acoustiques sont très faibles. Pour le régime inerte (après
combustion), deux classes de gouttes d’alumine peuvent également être identi-
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fiées : des fumées avec des petites gouttes inertes et des gouttes inertes de taille
comparable aux gouttes d’aluminium injectées (sous-section 1.3.3). Les petites
gouttes inertes ne vont intervenir que sur l’amortissement d’oscillations à des
fréquences élevées (Culick and Yang (1992)) et sont donc négligeables pour les
modes longitudinaux à basse fréquence qui sont les modes sur lesquels l’insta-
bilité thermoacoustique apparaît généralement (Gallier and Godfroy (2009)).
Dans nos simulations, nous considérons donc une seule classe de gouttes :
les gouttes réactives de grande taille provenant des agglomérats et qui corres-
pondent à un tiers de la masse totale de l’aluminium présent dans le propergol
(sous-section 1.3.2) puis les résidus inertes de grande taille en régime inerte. On
rappelle également qu’il s’agit d’une combustion distribuée de gouttes (sous-
section 3.1.1), modélisée par un des modèles décrits dans le chapitre 3.
Les équations de conservation, résolues par le code CPS, sont les équations
de Navier-Stokes compressibles avec la loi des gaz parfaits, dans un formalisme
eulérien-eulérien pour une phase particulaire diluée (fraction volumique par-
ticulaire ↵p ⌧ 1) et monodisperse (Equations de Marble (1963); Lupoglazoﬀ
et al. (2002)) :
@
@t
✓
Wg
Wp
◆
+r ·
✓
Fg
Fp
◆
=
✓
Sg
Sp
◆
(4.1)
oùWg etWp désignent le vecteur des grandeurs conservatives, respectivement
pour la phase gazeuse et la phase particulaire :
Wg =
0@ ⇢g⇢gu
⇢gEg
1A , Wp =
0BB@
⇢p↵p
⇢p↵pup
⇢p↵pEp
Np
1CCA (4.2)
Fg et Fp sont les flux associés à chaque phase :
Fg =
0@ ⇢gu⇢gu⌦ u P
⇢guEg  P · u
1A , Fp =
0BB@
⇢p↵pup
⇢p↵pup ⌦ up
⇢p↵pupEp
upNp
1CCA (4.3)
Les vecteurs Sg et Sp sont les termes sources :
Sg =
0@ Npm˙Npm˙up   Fd
Npm˙(Ep + Lv + Hr) Qv   Fd · up
1A , Sp = ✓ Sg0
◆
(4.4)
Dans ces équations, ⇢g est la masse volumique du gaz, ⇢p la masse volumique
des gouttes (supposée constante), u le vecteur vitesse du gaz, up le vecteur
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vitesse des gouttes, Eg l’énergie totale du gaz, Ep l’énergie totale de la phase
particulaire, Np le nombre de gouttes par unité de volume. Les phénomènes de
coalescence et de rupture de goutte ne sont pas considérés. Le taux d’évapora-
tion m˙ d’une goutte d’aluminium est décrit par l’un des modèles dérivés dans
le chapitre 3. Les autres quantités sont Lv la chaleur latente de vaporisation,
 Hr l’enthalpie de réaction, Qv le flux de chaleur échangé par convection, Fd la
force de traînée et P le tenseur des contraintes donné pour un fluide newtonien
par :
P =  pI+ µ
✓
ru+ruT   2
3
(r · u)I
◆
(4.5)
où p est la pression du gaz, µ la viscosité dynamique du gaz et I la matrice
identité.
Dans chaque cellule du maillage, nous supposons une seule valeur de diamètre
de goutte D pour toutes les gouttes et donc D peut être calculé par :
D =
✓
6↵p
⇡Np
◆1/3
(4.6)
Les termes sources Eq. (4.4) changent en fonction de l’état des gouttes. Soit la
goutte brûle, soit elle est inerte. Ces deux états dépendent du diamètre de la
goutte D. La combustion réduit la masse d’aluminium disponible et le diamètre
D de la goutte diminue. La combustion s’arrête lorsque le diamètre D atteint
le diamètre de résidu d’alumine Dr, valeur définie initialement par l’utilisateur.
La force de traînée Fd est donnée pour Np gouttes sphériques, en utilisant
la corrélation de Schiller et Naumann (Naumann and Schiller (1935); Schiller
and Naumann (1933); Grace et al. (1978)) :
Fd =  
18µ↵p
 
1 + 0.15Re0.687p
 
D2(1 + B)
 up (4.7)
Pendant le processus de combustion, les gouttes d’aluminium sont supposées
isothermes. La température des gouttes est constante et portée à la température
de saturation de l’aluminium Tp = Tsat. Nous supposons que toute la chaleur
transmise par l’écoulement à la goutte est utilisée pour alimenter l’évaporation :
Qv = Npm˙Lv (4.8)
ce qui simplifie les termes sources Sg et Sp (en cas de combustion). Pour
les gouttes inertes (D = Dr), le modèle de convection est défini en sous-
section 3.2.1.2.
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Les deux phases liquide et gazeuse sont monoconstituantes et la thermody-
namique de chacune des deux phases est supposée constante.
4.2 Modélisation numérique
Pour toutes les simulations numériques du manuscrit, les équations de conser-
vation sont résolues sur la base d’une méthode de volumes finis sur un maillage
non structuré. Les schémas numériques utilisés pour discrétiser les équations
sont d’ordre 2 en espace (approche MUSCL) et en temps (Runge-Kutta à
deux étapes, explicite). Le pas de temps est défini par un critère de Courant-
Friedrichs-Lewy fixé à CFL = 0.55. Les simulations sont réalisées dans un for-
malisme 2D-axisymétrique par le code CPS (Durand et al. (2000), annexe A).
Le moteur considéré est donc cylindrique, avec une injection radiale de masse
de gaz et de gouttes d’aluminium modélisant la combustion du propergol solide.
L’écoulement généré est éjecté par une tuyère indiquée aux figures 4.1 et 4.3.
La régression du propergol solide est négligée dans les simulations qui sont me-
nées car la vitesse du son est beaucoup plus élevée que la vitesse de régression
du propergol solide (Kuentzmann (2004)) et que les temps de simulations sont
trop courts pour observer des changements de géométrie. La géométrie calcu-
lée est représentée à la figure 4.1. La chambre a un rayon R = 0.593 m, une
longueur L = 7 m et un axe de symétrie à r = 0. Le col de tuyère a un rayon
Rt = 0.175 m et est situé à xt = 7.3 m. Le fond avant, une paroi solide, est en
x = 0. Pour les moteurs de faible longueur L, la turbulence peut être négligée
Figure 4.1 – Géométrie 2D-axi du moteur
(Apte and Yang (2001); Apte and Yang (2002)), puisque l’écoulement est entre
un état laminaire et transitionnel vers la turbulence (Varapaev and Yagodkin
(1969), Beddini (1986)). Pour le vérifier, on peut faire une analyse du nombre
de Reynolds dans un moteur. On définit le nombre de Reynolds à l’injection
comme :
Rei =
⇢viR
µ
(4.9)
avec ⇢ la masse volumique, vi la vitesse d’injection des gaz à la paroi du pro-
pergol solide, R le rayon de la chambre et µ la viscosité dynamique des gaz. Le
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nombre de Reynolds longitudinal qui permet d’analyser le régime d’écoulement
est :
Rex =
⇢u0(r = 0, x)R
µ
(4.10)
avec u0 la vitesse longitudinale du gaz moyenne et u0(r = 0, x) la valeur sur
l’axe r = 0. Beddini (1986) propose une évaluation du nombre de Reynolds
critique Rec en dessous duquel l’écoulement moyen correspond à la théorie la-
minaire avec des niveaux potentiellement élevés de fluctuations turbulentes de
l’écoulement. Cette valeur critique est déterminée à partir du nombre de Rey-
nolds à l’injection Rei. Pour notre configuration moteur, le nombre de Reynolds
à l’injection est de Rei ⇡ 1.6⇥ 105. A partir de Varapaev and Yagodkin (1969)
et Beddini (1986), on trouve un nombre de Reynolds critique correspondant de
l’ordre de :
Rec = 10
7 (4.11)
On observe, à la figure 4.2, que dans l’ensemble de la chambre (x < L), l’écou-
lement moyen peut être supposé laminaire.
Pour simplifier l’écoulement, dans un objectif de compréhension du couplage
combustion-acoustique, on supposera également que les fluctuations turbulentes
sont négligeables devant les fluctuations acoustiques. Il reste néanmoins inté-
ressant d’investiguer et d’évaluer le rôle de la turbulence dans des travaux
postérieurs à cette thèse.
4.3 Simulation instable de référence
Afin d’illustrer le phénomène de l’instabilité thermoacoustique induite par
la combustion de l’aluminium et d’analyser l’écoulement dans un moteur à
propergol solide (MPS), une simulation de référence est analysée.
4.3.1 Modélisations numérique et physique
Dans cette partie, la modélisation physico-numérique du calcul de référence
est décrite.
Le maillage retenu est composé de 170 000 quadrilatères avec environ 600 points
dans la direction axiale et 280 points dans la direction radiale. Il est raﬃné
proche de la surface de propergol solide pour résoudre la combustion distribuée
des gouttes d’aluminium. Une analyse a posteriori montre qu’environ 70 points
sont présents dans la zone de combustion de l’aluminium. La maille la plus
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Figure 4.2 – Nombre de Reynolds axial Rex de l’écoulement moyen, en x = 0, dans
le moteur
petite est de 1 mm selon la direction radiale et se situe à la surface du proper-
gol solide. Une convergence en maillage a été eﬀectuée avec un maillage plus
raﬃné de 440 000 points et aucune diﬀérence significative n’a été observée pour
le champ de pression, de vitesse et du taux de dégagement de chaleur.
La combustion du propergol solide est modélisée par une condition d’injection
de débit. Le débit massique injecté est pris constant le long du propergol. Les
phases d’accélération, d’agglomération et de fusion des particules et d’allumage
sont supposées infiniment rapides. Les gouttes sont donc injectées à l’équilibre
hydrodynamique avec le gaz de sorte que leur vitesse selon la direction nor-
male à la paroi soit égale à la vitesse normale des gaz : vp,i = vg,i =  vi, avec
vi > 0. Les parois au fond avant et la tuyère d’éjection sont modélisées par des
conditions de non-glissement pour les deux phases (gaz et particules). La sortie
du gaz et des particules par la tuyère est modélisée par une condition limite
sur la pression qui est fixée à la pression atmosphérique. Cette modélisation est
suﬃsante car la tuyère est amorcée.
Les propriétés thermodynamiques du gaz et de la phase particulaire sont défi-
nies dans le Tableau 4.1, où µ est la viscosité dynamique du gaz, Pr le nombre
de Prandtl, Di le diamètre d’injection des gouttes d’aluminium, Dr le dia-
mètre résiduel de ces gouttes, (⇢v)i le débit massique surfacique injecté par
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la combustion du propergol (mélange gaz-particules),  Hr l’enthalpie de ré-
action, i la fraction massique de gouttes d’aluminium injectée, Lv la chaleur
latente de vaporisation de l’aluminium, Tg,i la température des gaz injectés,
Tsat la température de saturation de la goutte d’aluminium et température de
la goutte qui brûle, CP,g la capacité calorifique à pression constante de la phase
gazeuse, CP,p la capacité calorifique à pression constante de la phase particu-
laire,   = CP,g/CV,g le rapport entre les capacités calorifiques du gaz à pression
et à volume constants et ⇢p la masse volumique des gouttes. Ces valeurs sont
typiques de celles rencontrées dans un MPS (Gallier and Godfroy (2009)).
Table 4.1 – Propriétés du gaz et des gouttes d’aluminium
µ 9.1⇥ 10 5 kg.m 1.s 1 Pr 0.4
Di 120 µm Dr 60 µm
(⇢v)i 24.6 kg.m 2.s 1  Hr 9.53⇥ 106 J.kg 1
i 6% Lv 10.8⇥ 106 J.kg 1
Tg,i 3450 K Tsat 2791 K
CP,g 2000 J.kg 1.K 1 CP,p 1177 J.kg 1.K 1
  1.16 ⇢p 2000 kg.m 3
Le modèle choisi pour déterminer le taux d’évaporation des gouttes d’alu-
minium est le modèle ASSM (voir la sous-section 3.1.4, Eq. (3.14)) :
m˙ = ⇡D
µ
Pr
Sh ln(1 + B)H(D  Dr) (4.12)
Dans cette expression, le nombre de Spalding B est donné par (Eq. (3.15)) :
B =
CP,g(Tg   Tp) + Hr
Lv
(4.13)
Le taux de dégagement de chaleur volumique induit par Np gouttes d’alu-
minium par unité de volume est défini comme (voir annexe ??) :
q˙ = Npm˙
 
 Hr + CV,pTp   CV,gTg +
 u2p
2
!
(4.14)
Le comportement instationnaire du dégagement de chaleur q˙ constitue la source
principale de l’instabilité thermoacoustique (Gallier and Godfroy (2009)).
4.3.2 Etude de l’instabilité
Pour ces conditions de fonctionnement, la simulation indique que le régime
d’écoulement est instable avec des oscillations de pression auto-entretenues (voir
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la figure 4.6). Dans cette simulation, la réponse du propergol solide aux oscilla-
tions acoustiques et les instabilités hydrodynamiques sont évitées. L’injection
du gaz et des particules est maintenue constante et uniforme le long du pro-
pergol. Il n’y a pas d’obstacle ou angle pouvant générer des tourbillons. Le
rapport longueur sur rayon de la chambre L/R est modéré. Seule la réponse
aux oscillations acoustiques des gouttes d’aluminium qui brûlent dans l’écou-
lement constitue une source d’oscillations de pression pour l’instabilité étudiée
(Gallier and Godfroy (2009)).
La combustion de l’aluminium a lieu très proche de la surface du proper-
gol solide comme illustré à la figure 4.3 et montré à la figure 4.7. Dans cette
même figure, on observe également quelques lignes de courant du champ moyen
gazeux. Le gaz est injecté par la paroi du propergol solide, transporté dans la
chambre et sort par la tuyère.
La figure 4.4 montre la vitesse moyenne du gaz u0 et v0, respectivement dans
Figure 4.3 – Zone de combustion des gouttes d’aluminium (en rouge) et lignes de
courant du champ moyen gazeux dans la géométrie de calcul
les directions longitudinale et radiale, dans la zone de combustion. La zone
inerte est en blanc. On observe que la vitesse radiale v0 est quasiment inchan-
gée entre fond avant et fond arrière, contrairement à la vitesse longitudinale
u0, dans la zone de combustion. On observe donc une augmentation de la vi-
tesse longitudinale u0 du gaz entre fond avant et fond arrière. Cette observation
est relativement similaire au comportement du modèle incompressible et sans
combustion de Taylor-Culick, présenté au chapitre 1.
La figure 4.5 illustre les nombres de Reynolds particulaire moyen Rep,0 et
de Sherwood moyen Sh0. L’augmentation de la vitesse u0 du fond avant au
fond arrière induit une asymétrie entre fond avant et fond arrière du nombre
de Reynolds moyen Rep,0 et donc du nombre de Sherwood Sh0 qui en dépend.
Comme illustré à la figure 4.6, l’oscillation de pression dans le moteur atteint
un cycle limite, correspondant à un point fixe où pertes et sources thermoacous-
tiques s’équilibrent pour une certaine amplitude de pression acoustique ⌘ˆ et une
certaine fréquence f . Les oscillations de pression acoustique se stabilisent au-
tour d’une fréquence f ⇡ 70.5 Hz, proche de la fréquence du premier mode
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(a) u0, vitesse longitudinale (b) v0, vitesse radiale
Figure 4.4 – Champ de vitesse moyen du gaz dans la zone de combustion
(a) Rep,0, nombre de Reynolds moyen (b) Sh0, nombre de Sherwood moyen
Figure 4.5 – Champs moyen des nombres de Reynolds particulaire et de Sherwood
dans la zone de combustion
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acoustique f1L = a0/(2L) = 76 Hz (a0 la vitesse du son et L la longueur de la
chambre), et à une amplitude ⌘ˆ = 10.5 kPa, pour une pression moyenne dans
la chambre égale à p0 = 10.38 MPa.
Le comportement du dégagement de chaleur induit par la combustion de l’alu-
Figure 4.6 – Signal de pression au fond avant (x = 0.025 m, r = 0.25 m) pour la
simulation de référence
minium, au cours d’une période acoustique, est illustré à la figure 4.7.
La dynamique du taux de dégagement de chaleur est ici couplée au premier
mode longitudinal acoustique. Les lignes de courant de la phase particulaire, à
la figure 4.7, exhibent une trajectoire quasi-1D dans la zone de combustion de
l’aluminium, normale à la paroi du propergol solide.
Proche du fond arrière du moteur entre 0.5  x/L  1, le taux de dégagement
de chaleur volumique q˙ est plus élevé et l’épaisseur de la zone de combustion
est plus fine qu’au fond avant, car l’écoulement est plus rapide (voir figure 4.4)
et les eﬀets de convection sont alors plus importants (figure 4.5). Ces phéno-
mènes de convection étirent davantage les flammes autour des gouttes et donc
accélèrent le processus de combustion et d’évaporation des gouttes 1 (comme
illustré à la figure 4.8).
Des fluctuations longitudinales du taux de dégagement de chaleur volumique
q˙ peuvent aussi être clairement identifiées dans le volume de la zone en com-
bustion. Cette contribution est associée à la réponse des flammes individuelles
entourant les gouttes. Ce mécanisme est étudié en détail au chapitre 7 et décrit
1. Le taux de dégagement de chaleur propre à chaque goutte est la directe conséquence
de la surface de flamme (comme expliqué au chapitre 2, dans la section 2.3). On rappelle que
l’on suppose que l’évaporation contrôle la dynamique de flamme. Si la flamme est étirée par
l’écoulement, le taux de dégagement de chaleur augmente par l’intermédiaire du nombre de
Sherwood.
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Figure 4.7 – Distribution du taux de dégagement de chaleur q˙ dans la chambre
cylindrique du MPS à quatre instants du cycle limite de l’instabilité thermoacoustique
induite par la combustion des gouttes d’aluminium. Quelques lignes de courant de la
phase particulaire sont tracés en superposition. Zoom sur la zone de combustion des
gouttes d’aluminium (en rouge figure 4.3). La coordonnée radiale a été étirée
par Gallier, Sibe, and Orlandi (2011). De plus, un mouvement de battement
de la frontière entre la zone réactive (illustré en couleur sur la figure 4.7) et
la zone inerte (en blanc sur la figure 4.7) est remarqué. Ce mouvement prend
place essentiellement dans la direction radiale, alors que le mode acoustique est
longitudinal.
On identifie la moyenne temporelle des grandeurs physiques par l’indice 0 et
leur fluctuations par l’indice 1. Elles sont définient telles que :
X = X0 +X1 X0 =
1
T
ˆ
T
Xdt (4.15)
avec T la période d’oscillation de la fluctuation de la variable X, soit T = 1/f ,
où f est la fréquence d’excitation. Pour un signal de période T , la transformée
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Figure 4.8 – Eﬀet de l’écoulement sur la combustion des gouttes : Asymétrie de
l’écoulement moyen entre fond avant et fond arrière. Le champ acoustique est repré-
senté pour un mode 1L fermé-fermé
de Fourier de la fluctuation s’écrit :
Xˆ =
ˆ
T
X exp( i!t)dt ! = 2⇡f (4.16)
où ·ˆ corresponds à la fluctuation dans l’espace de Fourier et la transformée
inverse est définie par (pour un signal harmonique) :
X1 = Re
⇣
Xˆ exp(i!t)
⌘
(4.17)
L’instabilité déclenchée par la combustion de l’aluminium est une instabilité
thermoacoustique. Le système est instable lorsque le critère de Rayleigh est
vérifié (Durox et al. (2009)) :
    1
 p0T
ˆ
V
ˆ
T
p1q˙1dtdV| {z }
Source
>
ˆ
S
Fa · ndS +
ˆ
V
DdV| {z }
Pertes acoustiques
(4.18)
avec S la surface frontière du volume V de la chambre, p1 et q˙1 les fluctuations
de pression et du taux de dégagement de chaleur associées à la combustion des
gouttes d’alumnium, p0 la pression moyenne, Fa les flux d’énergie acoustique
au niveau des frontières du moteur et D les dissipations volumiques d’énergie
acoustique, moyennés sur la période acoustique T . Pour caractériser comment
la combustion de l’aluminium contribue à l’instabilité thermoacoustique, la fi-
gure 4.9 présente la distribution de l’indice de Rayleigh local S dans la zone de
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combustion des gouttes d’aluminium :
S =     1
 p0T
ˆ
T
p1q˙1dt (4.19)
avec T la période acoustique (T = 1/f),   le rapport des capacités calorifiques
du gaz, p0 la pression moyenne, p1 les fluctuations de pression et q˙1 les fluc-
tuations de dégagement de chaleur. Dans cette figure, on identifie que le fond
avant entre 0  x  0.5 déstabilise le système (S > 0), alors que le fond arrière
0.5  x  1 stabilise le moteur (S < 0). L’intégrale volumique ´V SdV > 0 est
positive et conduit à une instabilité.
L’écoulement moyen s’accélère le long de la chambre par l’injection de masse
le long de la surface du propergol solide (voir figure 4.4). L’eﬀet de l’asymétrie
de l’écoulement moyen entre fond avant et fond arrière sur la combustion est
représenté par les deux gouttes avec une flamme plus ou moins étirée dans la
figure 4.8.
Par contre, le champ acoustique, illustré à la même figure 4.8, est symétrique
en module car il s’agit du premier mode longitudinal de type demi-onde qui est
excité. Par exemple, entre les positions x/L = 1/4 et x/L = 3/4, les fluctuations
de vitesse u1 sont en phase à même amplitude et les fluctuations de pression
p1 sont en opposition de phase à même amplitude. Relativement au taux de
dégagement de chaleur moyen, les fluctuations induites par l’acoustique du taux
de dégagement de chaleur sont donc plus importantes au fond avant qu’au fond
arrière.
L’asymétrie des fluctuations du taux de dégagement de chaleur q˙1 est donc
liée à l’accélération de l’écoulement dans la chambre. L’opposition de phase sur
les fluctuations de pression p1 entre le fond avant et le fond arrière du moteur
se traduit par un changement de signe de l’indice de Rayleigh local S. En par-
ticulier, le fond avant déstabilise (S > 0) et le fond arrière stabilise (S < 0) les
perturbations acoustiques. Par l’asymétrie des fluctuations du taux de dégage-
ment de chaleur, on a alors un fond avant plus déstabilisant que le fond arrière
ne stabilise, c’est-à-dire que le couplage combustion acoustique est une source
(
´
V SdV > 0).
Dans la figure 4.9, on peut également définir deux zones, en fonction du niveau
des fluctuations. La première est une zone en fin de combustion des gouttes, à la
frontière du nuage de gouttes réactives. La seconde est une zone dans le volume
du nuage de gouttes. Ces deux zones seront référencées comme "contribution
frontière" et "contribution volume" à la source de l’instabilité dans la suite
du manuscrit. Ces niveaux de S sont liés à la dynamique du nuage de gouttes
observée précédemment à la figure 4.7. Le nuage présente un mouvement de sa
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frontière et des fluctuations du taux de dégagement de chaleur dans le volume.
La figure 4.10 illustre, à un quart de la chambre (x/L = 1/4), le module des
Figure 4.9 – Distribution de l’indice de Rayleigh local normalisé par le niveau de
l’amplitude des fluctuations de pression au carré S/⌘ˆ2 =   1 p0T ⌘ˆ2
´
T p1q˙1dt dans la zone
de combustion de l’aluminium
fluctuations du taux de dégagement ˆ˙q de chaleur relatif au taux de dégagement
de chaleur moyenné sur la période acoustique q˙0 et le module des fluctuations
de vitesse du gaz uˆ relatif à une vitesse moyenne :
  | up,0|
2
 up,0
, avec  up,0 = (up,0   u0)| {z }
 up,0
ex + (vp,0   v0)| {z }
 vp,0
er (4.20)
où  up,0 est la vitesse des particules relative au gaz dans la direction longi-
tudinale,  up,0 le vecteur vitesse des particules relatif au gaz. Cette vitesse
moyenne intervient dans le modèle analytique de Gallier and Godfroy (2009)
(voir chapitre 7) :
ˆ˙q
q˙0
=
Sh0   2
2Sh0
!⌧d,0(i+ !⌧d,0)
1 + !2⌧2d,0
✓
   up,0| up|20
◆
uˆ (4.21)
où uˆ sont les fluctuations longitudinales de vitesse du gaz dans l’espace de
Fourier et on suppose que :
| up,0| ⇡ | up|0 (4.22)
avec Sh0 le nombre de Sherwood moyen, ! = 2⇡f la fréquence angulaire, ⌧d,0
le temps caractéristique de trainée moyen. Cette dernière simplification n’est,
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a priori, valide seulement dans le cas de petites fluctuations. Le modèle analy-
tique Eq. (4.21) sera comparé aux résultats de simulation au chapitre 7.
La figure 4.10 montre des fluctuations de vitesse de gaz, en rouge, qui varient
Figure 4.10 – Fluctuations du taux de dégagement de chaleur et couche limite
acoustique à un quart de la chambre x/L = 1/4
dans la zone en combustion à un quart de la chambre. Ce comportement est lié
à la couche limite acoustique. Les fluctuations du taux de dégagement chaleur,
en bleu, montrent deux zones distinctes : une zone 0.965  r/R  1 de niveaux
modérés par rapport au champ moyen et une zone 0.955  r/R  0.965 de
niveaux de fluctuations supérieurs au champ moyen en fin de zone de combus-
tion (dynamique localement non-linéaire). Ces deux zones correspondent aux
contributions volume et frontière de la figure 4.9. Le maximum des fluctuations
de vitesse se situe au milieu de la zone en combustion.
Pour modéliser les fluctuations du taux de dégagement de chaleur et ainsi la
source de l’instabilité, il faut :
— Prendre en compte la couche limite acoustique
— Distinguer deux zones (volume et frontière)
— Considérer la non-linéarité locale des fluctuations du taux de dégagement
de chaleur dans la contribution associée à la dynamique de la frontière
Le taux de croissance de l’instabilité donne également des indications sur
la dynamique globale du système. Après identification des pertes acoustiques,
il est également possible d’associer un taux de croissance propre à la source
thermoacoustique. En utilisant un bilan d’énergie acoustique comme montré
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au chapitre 2, on peut définir le taux de croissance de l’instabilité :
↵ = ↵ITHAC + ↵l (4.23)
où ↵ITHAC identifie le terme source de l’instabilité thermoacoustique et ↵l les
termes associés aux pertes acoustiques. Le système est linéairement instable si
↵ > 0, soit :
↵ITHAC >  ↵l (4.24)
Lorsque le système se déstabilise, il finit dans la plupart des cas par converger
vers un point fixe, un cycle limite à une certaine amplitude de pression acous-
tique ⌘ˆ (pour laquelle ↵ = 0). Cette convergence vers un cycle limite résulte des
non-linéarités des phénomènes qui saturent lorsque l’amplitude des oscillations
augmente.
Le taux de croissance ↵ITHAC ne peut donc pas être directement déterminé
du cycle limite observé dans la simulation.
Nous utilisons alors la méthode suivante pour un calcul instable. Une fois le
cycle limite atteint, si la source S est annulée, l’amplitude de pression décroit
avec un taux ↵l, correspondant aux pertes acoustiques. Pour y parvenir, il faut
mettre à zéro les fluctuations du taux de dégagement de chaleur q˙1 qui sont à
l’origine de la source. Le taux de dégagement de chaleur issu des gouttes dépend
directement du nombre de Sherwood qui caractérise l’impact de la convection
sur le taux d’évaporation des gouttes (chapitre 3) :
q˙ / Sh (4.25)
Gallier et al. (2011) précise que la réponse de la combustion à l’acoustique
est contrôlée par la convection, c’est-à-dire par les fluctuations du nombre de
Sherwood. Dans l’approche quasi-stationnaire développée dans ce travail, les
fluctuations du nombre de Sherwood Sh1 dépendent des fluctuations du nombre
de Reynolds particulaire Rep,1 (corrélation de Ranz and Marshall (1952)). Pour
mettre à zéro les fluctuations du taux de dégagement de chaleur associées aux
perturbations acoustiques, on impose au nombre de Reynolds particulaire une
valeur constante qui est prise en moyennant les résultats obtenus sur une période
du cycle limite :
Rep = Rep,0 Rep,1 = 0 (4.26)
Le résultat de cette procédure est illustré à la figure 4.11. Pour les instants t  2
s, le système oscille au cycle limite. A t = 2 s, on supprime les fluctuations du
taux de dégagement de chaleur q˙, en fixant le nombre de Reynolds Rep = Rep,0
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dans les simulations. Le niveau des oscillations de pression dans les MPS chute
alors.
Une fois que le niveau des fluctuations de pression a atteint une valeur
négligeable, les fluctuations du nombre de Reynolds particulaire sont réactivées
dans les simulations. Le système libre se déstabilise de nouveau avec un taux de
croissance ↵ = ↵ITHAC + ↵l. On prend soin de mesurer les taux de croissance
à des amplitudes faibles où la croissance et la décroissance des oscillations sont
exponentielles (donc dans le domaine linéaire). Par la diﬀérence des deux taux
de croissance mesurés, on peut en déduire le taux de croissance associé à la
source thermoacoustique ↵ITHAC .
Cette procédure permet également de confirmer que l’instabilité observée
est bien induite par la combustion de l’aluminium couplée à l’acoustique du
moteur. On appellera cette procédure méthode du nombre Reynolds particulaire
moyenné (méthode RPM).
Pour le calcul de référence instable illustré figure 4.11, on trouve :
↵ITHAC = 15 s 1 ↵l =  14 s 1 (4.27)
La marge d’erreur d’évaluation du taux de croissance numérique par cette mé-
thode est jugée de l’ordre de 1 s 1.
Figure 4.11 – Taux de croissance, obtenus par la méthode du nombre de Reynolds
particulaire moyenné (méthode RPM)
Dans ce chapitre, on a étudié, par une simulation instable, la dynamique
du taux de dégagement de chaleur, la croissance de l’instabilité et son cycle
limite. On a montré que le premier mode longitudinal est excité avec un faible
glissement fréquentiel. Le taux de dégagement de chaleur moyen est plus fort
au fond-arrière qu’au fond avant, à cause de l’accélération de l’écoulement. Sa-
chant que le fond avant est déstabilisant et le fond arrière stabilisant, cette
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accélération de l’écoulement induit un couplage thermoacoustique global posi-
tif. Ce couplage constitue la source de l’instabilité. Enfin, deux contributions à
la source ont pu être identifiées. La première est une contribution volume asso-
ciée aux fluctuations du taux d’évaporation des gouttes individuelles, contrôlées
par le processus de convection autour des gouttes. La seconde est une contri-
bution frontière correspondant au mouvement de la frontière du nuage réactif.
La suite des travaux consiste à essayer de comprendre d’avantage les origines
des contributions volume et frontière de la source. L’objectif est, en particu-
lier, de caractériser et de modéliser ces contributions en fonction du modèle de
combustion choisi.
Chapitre 5
Eﬀets du modèle de combustion
sur l’ITHAC
L’objectif de ce chapitre est d’identifer, par la simulation numérique,
les non-linéarités à l’origine des cycles limites observées pour le modèle
de combustion de référence. Les contributions aux fluctuations du taux
de dégagement de chaleur associées à la dynamique des gouttes dans le
volume de combustion et au niveau de la frontière sont examinées pour
diﬀérents paramètres du modèle. Les eﬀets d’une variation de l’ampli-
tude de forçage acoustique, d’une modification du diamètre de fin de vie
de la goutte réactive et d’un changement de modèle de combustion sont
en particulier analysés.
5.1 Introduction
Dans ce chapitre, la simulation est utilisée pour réaliser une étude paramé-
trique. L’instabilité observée par simulation est induite par les fluctuations du
taux de dégagement de chaleur, liées au modèle de combustion. La combustion
de l’aluminium est encore mal connue et plusieurs modèles ont été présentés au
chapitre 3. Les conditions limites, le maillage et les schémas numériques utilisés
par les simulations et les modèles de combustion étudiés dans ce chapitre sont
rappelés dans les deux sous-sections en suivant. Dans les sections 5.2–5.4, les
simulations réalisées sont présentées et les résultats selon le modèle de com-
bustion utilisé sont montrés. Cette étude a plusieurs objectifs : (i) mettre en
évidence les non-linéarités de la réponse de la dynamique de la combustion des
gouttes d’aluminium, (ii) observer l’eﬀet du choix du diamètre de fin de com-
bustion et (iii) caractériser la sensibilité des résultats au modèle de combustion
choisi (voir chapitre 4).
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5.1.1 Modèles et paramètres numériques
Les modélisations numériques et physiques utilisées pour l’étude paramé-
trique sont assez similaires au calcul introductif de l’instabilité, présentées au
chapitre 4. Le maillage est composé de 171550 quadrilatères avec 600 points
dans la direction axiale et 290 dans la direction radiale, avec un raﬃnement
proche paroi, dans la zone de combustion de l’aluminium. La zone de batte-
ment de frontière a notamment été suﬃsamment raﬃnée pour bien intégrer
l’impact du mouvement de la frontière sur l’instabilité. Les mailles les plus pe-
tites sont à la surface du propergol solide et sont de l’ordre de 10 3 m.
La combustion du propergol solide est modélisée par une condition d’injection
à débit massique et uniforme. Une seule classe de gouttes réactives est injec-
tée à l’équilibre hydrodynamique avec le gaz (vp,i = vg,i =  vi, avec vi > 0).
L’injection à l’équilibre se justifie par les processus initiaux d’agglomération et
de fusion des particules (chapitre 3) et d’allumage des gouttes liquides qui ne
sont pas considérés dans la simulation. On suppose en eﬀet que les agglomérats
solides accélèrent rapidement en quittant la surface et que les gouttes résultant
de la fusion ont alors atteint la vitesse d’équilibre avant de rentrer en combus-
tion.
La sortie du gaz et des particules par la tuyère est simplement modélisée par une
condition limite de pression (fixée à la pression atmosphérique). Cette modéli-
sation est suﬃsante car la tuyère est amorcée et l’écoulement y est supersonique.
Les parois de la tuyère sont modélisées par des conditions de non-glissement
pour les deux phases (gaz et particules). Pour les calculs stables, à la condition
limite du fond avant, un faible flux gazeux fluctuant est imposé, pour eﬀec-
tuer un forçage acoustique. Le flux moyen est nul et la température injectée
est égale à la température de la chambre (après combustion). L’amplitude des
fluctuations de flux impose l’amplitude ⌘ de la pression acoustique fluctuante
p1, définie comme :
p1(x, t) = ⌘ˆ cos(!t)| {z }
⌘
 (x) (5.1)
où ⌘ est l’amplitude de pression, ⌘ˆ est le niveau des fluctations de pression,  
est le mode de pression. Le mode de pression  est pour une chambre fermée-
fermée :
 = cos(kx), k = !/a0 (5.2)
avec a0 la vitesse du son, k la longueur d’onde et ! = 2⇡f la fréquence an-
gulaire. Pour les calculs instables, le forçage est inutile car l’acoustique s’auto-
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entretient au cycle limite. La condition limite au fond avant est une condition
de non-glissement pour le gaz et les particules.
Les propriétés thermodynamiques du gaz et de la phase particulaire, pour le
calcul du chapitre 3 sont définies dans le tableau 5.1, où µ est la viscosité dy-
namique du gaz, Pr le nombre de Prandtl, Di le diamètre d’injection, Dr le
diamètre résiduel, (⇢v)i le débit massique injecté par la combustion du pro-
pergol (mélange gaz-particules),  Hr l’enthalpie de réaction, i la fraction
massique de goutte d’aluminium injectée, Lv la chaleur latente de vaporisa-
tion de l’aluminium, Tg,i la température de gaz injecté, Tsat la température
de saturation de la goutte d’aluminium, CP,g la capacité calorifique à pression
constante de la phase gazeuse, CP,p la capacité calorifique à pression constante
de la phase particulaire,   = CP,g/CV,g le rapport des capacités calorifiques du
gaz à pression et à volume constants et ⇢p la masse volumique des gouttes. Les
Table 5.1 – Propriétés du gaz et des gouttes d’aluminium. Les variables en rouge
changent en fonction du diamètre résiduel Dr.
µ 9.1⇥ 10 5 kg.m 1.s 1 Pr 0.4
Di 120 µm Dr 60 µm
(⇢v)i 24.6 kg.m 2.s 1  Hr 9.53⇥ 106 J.kg 1
i 6% Lv 10.8⇥ 106 J.kg 1
Tg,i 3450 K Tsat 2791 K
CP,g 2000 J.kg 1.K 1 CP,p 1177 J.kg 1.K 1
  1.16 ⇢p 2000 kg.m 3
variables en rouge, dans le tableau 5.1, sont ajustées de façon à conserver les
conditions de chambre identiques quel que soit le diamètre d’arrêt Dr (pression
et température). Les autres sont invariantes. L’étude paramétrique numérique
est détaillée dans la sous-section suivante.
5.1.2 Modèles de combustion étudiés : ASSM et Lobe
Le modèle de combustion de base à l’étude est le modèle ASSM rappelé
ci-dessous :
m˙ = ⇡D
µ
Pr
ln(1 + B)ShH(D  Dr) (5.3)
avec D le diamètre des gouttes, µ la viscosité du gaz, Pr le nombre de Prandtl,
B le nombre de Spalding, Sh le nombre de Sherwood, H la fonction Heaviside
et Dr le diamètre résiduel de goutte inerte. Le nombre de Spalding B est défini
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par :
B =
CP,g(Tg   Tp) + Hr
Lv
(5.4)
avec CP,g la capacité calorifique du gaz, Tg la température du gaz, Tp la tempé-
rature de la particule qui est constante et égale à la température de saturation
Tsat,  Hr l’enthalpie de réaction et Lv la chaleur latente de vaporisation. Le
nombre de Sherwood Sh suit la corrélation de Ranz-Marshall (Ranz and Mar-
shall (1952)) :
Sh = 2 + 0.6Re1/2p Pr
1/3 (5.5)
où le nombre de Reynolds particulaire Rep s’écrit :
Rep =
⇢g| up|D
µ
(5.6)
avec ⇢g la masse volumique du gaz et  up = up   u la vitesse de la particule
relative au gaz. Le diamètre particulaire D suit la loi en D2 suivante :
dD2
dt
=  4µ ln(1 + B)Sh
Pr⇢p
H(D  Dr) (5.7)
La première étude paramétrique concerne l’eﬀet de l’amplitude de la pression
acoustique sur la source thermoacoustique et pour décrire les non-linéarités que
l’on peut observer.
Dans un second temps, on étudie l’eﬀet du diamètre résiduel Dr des gouttes,
qui fixe la taille des résidus, le taux de dégagement de chaleur en fin de vie et le
temps de combustion des gouttes. Lorsqu’on diminue Dr, on consomme davan-
tage de masse d’aluminium et libère davantage d’énergie dans le moteur. Pour
conserver les mêmes conditions de température et de pression dans la chambre
et les mêmes propriétés thermodynamiques, l’énergie injectée par la condition
limite doit être diminuée, en diminuant la température du gaz injecté Tg,i et
en modifiant les propriétés thermodynamiques du gaz ( , Cv,g). Ces grandeurs
sont évaluées, a priori, par un outil 0D d’ArianeGroup par des équations de
conservation.
A la fin de ce chapitre, on examine également le modèle de combustion avec lobe
(chapitre 3). Pour simplifier le problème, on suppose que les masses volumiques
de l’aluminum ou de l’alumine sont égales (à ces températures).
m˙ =  ⇡(D   h) µ
Pr
ln(1 + B)Sh(1   3) (5.8)
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avec   un paramètre de contrôle qui est ajusté pour modifier le temps de com-
bustion et D, le diamètre particulaire, qui suit la loi suivante :
dD2
dt
=   4 µ
⇢pPr
ln(1 + B)Sh(1  h
D
)(1   3) (5.9)
où   est le rapport du diamètre d’injection et du diamètre résiduel et h la
hauteur du lobe, corrélée au diamètre D par l’équation suivante :
  =
Dr
Di
, h3   3
2
Dh2 +
D3i  D3
2
 3
1   3 = 0 (5.10)
L’équation pour la hauteur de lobe h est résolue numériquement par la méthode
de Newton.
5.2 Impact de l’amplitude de forçage : Non-linéarités
de combustion
Dans cette section, on analyse la source de l’instabilité à diﬀérentes ampli-
tudes de forçage pour comprendre son comportement. Cette étude est faite en
pulsant un calcul stable sans forçage.
Le calcul instable de référence, décrit au chapitre 4, est réalisé avec des gouttes
de diamètres d’injection et résiduel : Di = 120 µm et Dr = 60 µm. Au cha-
pitre 7, il est démontré que la configuration avec Di = 120 µm et Dr = 50
µm, proche de la configuration précédente, est stable. La première étude para-
métrique réalisée concerne la dynamique de la source thermoacoustique pour
diﬀérentes amplitudes de forçage pour un calcul stable avec Di = 120 µm et
Dr = 50 µm. Cette étude peut ainsi permettre de comprendre d’avantage le
calcul instable de référence.
La fréquence du cycle limite du cas instable Dr = 60 µm est f = 70.5 Hz.
On suppose que le cas stable pour Di = 120 µm et Dr = 50 µm a un glissement
fréquentiel du même ordre de grandeur par rapport au mode acoustique pur
que le cas instable obtenu pour Di = 120 µm et Dr = 60 µm. La fréquence de
forçage acoustique est donc fixée à celle du cas instable, soit f = 70.5 Hz.
Au fond avant, la pression moyenne est de l’ordre de 103 bars dans les simula-
tions réalisées (voir figure 4.6). Les niveaux de forçage acoustique ⌘ˆ examinés
sont : 4200 Pa (soit relativement à la pression moyenne ⌘ˆ/p0 ⇠ 4.08 ⇥ 10 4),
9100 Pa (⇠ 8.83⇥ 10 4), 10000 Pa (⇠ 9.71⇥ 10 4), 11750 Pa (⇠ 1.14⇥ 10 3),
12500 Pa (⇠ 1.21⇥10 3), 13200 Pa (⇠ 1.28⇥10 3), 14100 Pa (⇠ 1.37⇥10 3),
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35000 Pa (⇠ 3.40⇥10 3), 50000 Pa (⇠ 4.85⇥10 3), 188000 Pa (⇠ 1.83⇥10 2),
384000 Pa (⇠ 3.73⇥ 10 2).
Le cas de calcul pour ⌘ˆ = 4200 Pa est utilisé comme référence pour valider
un modèle linéaire pour les fluctuations du taux de dégagement de chaleur ˆ˙q
(chapitre 7). De plus, on vérifie au dernier chapitre du manuscrit (chapitre 9),
par l’outil non-linéaire d’ordre réduit, que cette amplitude se situe dans le do-
maine linéaire de la réponse de la dynamique de la combustion. On en conclut
donc que pour cette amplitude la réponse de la combustion est linéaire. Les
autres amplitudes peuvent présenter des non-linéarités.
On rappelle que l’indice de Rayleigh local est donné par (chapitre 2) :
S =     1
 p0T
ˆ
T
p1q˙1dt (5.11)
Ce terme source apparaît dans le bilan d’énergie acoustique (Durox et al.
(2009)) :
@Ea
@t
+r · Fa = S +D (5.12)
où Fa = p1u1 est le flux d’énergie acoustique et D la dissipation d’énergie
acoustique Ea. En régime linéaire, dans le bilan d’énergie acoustique, chaque
terme dépend également quadratiquement de ⌘ˆ. En supposant une réponse
linéaire de la combustion au forçage acoustique, on trouve :
S / ⌘ˆ2 (5.13)
L’indice de Rayleigh global, qui caractérise la production d’énergie acoustique,
s’exprime :
ˆ
V
SdV =     1
 p0T
ˆ
V
ˆ
T
p1q˙1dtdV (5.14)
Il vient en régime linéaire :
ˆ
V
SdV / ⌘ˆ2 (5.15)
La quantité
´
V SdV/⌘ˆ2, en régime linéaire, est donc constante en fonction du
niveau du signal de pression ⌘ˆ.
La figure 5.1 montre, pour les diﬀérents niveaux de forçage ⌘ˆ, l’indice de
Rayleigh global
´
V SdV et l’indice normalisé par le niveau au carré
´
V SdV/⌘ˆ2
en fonction du niveau de forçage ⌘ˆ. La figure 5.2 montre les mêmes quantités
seulement pour les niveaux faibles (⌘ˆ/p0 2 [4.08 ⇥ 10 4; 1.37 ⇥ 10 4]), afin de
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(a)
´
V
SdV (b) ´
V
SdV/⌘ˆ2
Figure 5.1 – Dépendance du critère de Rayleigh au niveau de l’amplitude de pression
acoustique. Le point rouge correspond à une configuration linéaire, les points bleus sont
des situations où la source présente des non-linéarités. La délimitation noire sur la
figure 5.1(b) permet de distinguer deux sous-domaines non-linéaires
(a)
´
V
SdV (b) ´
V
SdV/⌘ˆ2
Figure 5.2 – Dépendance du critère de Rayleigh au niveau de l’amplitude de pression
acoustique pour des amplitudes faiblement non-linéaires. Le point rouge correspond à
une configuration linéaire, les points bleus sont des situations où la source présente
des non-linéarités.
mieux mettre en évidence ce domaine. Sur l’ensemble de ces figures, le compor-
tement de la source est représenté en bleu et les pointillés rouges correspondent
à son comportement si elle est linéaire.
Dans les figures 5.1(a), 5.1(b), 5.2(a), 5.2(b), on définit 4 situations pour la
suite de l’analyse. Le point 1○, pour le niveau le plus faible (⌘ˆ/p0 = 4.08⇥10 4),
correspond à une réponse linéaire de la combustion. Le point 2○, pour un niveau
de fluctuations de pression 1.14⇥ 10 3, est de l’ordre du niveau du cycle limite
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du cas instable obtenu pour Di = 120 µm et Dr = 60 µm (chapitre 4). Les
points 3○ et 4○ correspondent respectivement à des niveaux de fluctuations de
3.40⇥ 10 3 et de 1.83⇥ 10 2 qui sont plus élevées que les niveaux atteints au
cycle limite.
Aux figures 5.2(a) et 5.2(b), on observe qu’avec une augmentation du niveau
de pression ⌘ˆ, la puissance acoustique de la source thermoacoustique
´
V SdV
s’écarte du régime linéaire (courbe rouge pointillée). Hormis le calcul réalisé
avec un niveau de forçage de 4.08 ⇥ 10 4 (le point 1○), toutes les autres si-
tuations montrent une réponse non-linéaire de la source thermoacoustique au
forçage imposé. Le comportement de la source est donc non-linéaire pour des
niveaux d’amplitudes inférieurs à celui du point 2○ (⌘ˆ/p0 = 1.14⇥ 10 3).
Pour des amplitudes plus grandes, comme illustré à la figure 5.1(a), la source´
V SdV décroit (points 3○ et 4○).
On distingue également, sur la figure 5.1(b), deux comportements distincts
dans le domaine non-linéaire, un premier sous-domaine non-linéaire où la source
normalisée
´
V SdV/⌘ˆ2 décroît avec le niveau de l’amplitude ⌘ˆ et un second sous-
domaine où la source
´
V SdV/⌘ˆ2 croît avec l’amplitude ⌘ˆ tout en se rapprochant
de 0.
Selon Gallier and Godfroy (2009) et Gallier et al. (2011), le processus de convec-
tion contrôle l’instabilité et les eﬀets de vitesse sont prépondérants. Le taux de
dégagement de chaleur est proportionnel au nombre de Sherwood Sh qui dépend
du nombre de Reynolds Rep (Ranz and Marshall (1952)) :
q˙ / Sh / Rep1/2 / (  up)1/2 (5.16)
avec  up = up u la vitesse relative particulaire selon la direction longitudinale.
De même pour le taux de dégagement de chaleur moyen q˙0, on a :
q˙0 / (  up,0)1/2 (5.17)
L’indice 0 correspond au champ moyen et l’indice 1 aux fluctuations. Comme
 up =  up,0 +  up,1, les fluctuations du taux de dégagement de chaleur sont
donc proportionnelles à :
q˙1 = q˙   q˙0 / (  up,0)1/2
 p
1 + ✏  1  , où ✏ =  up,1
 up,0
(5.18)
Pour une modulation acoustique linéaire, les fluctuations de pression et de
vitesses (gaz et particules) sont linéaires et les fluctuations de vitesses sont
faibles devant le champ moyen :
✏ =
 up,1
 up,0
⌧ 1 ✏ / ⌘ˆ p1 / ⌘ˆ (5.19)
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Comme l’acoustique est supposée linéaire, c’est la non-linéarité de la réponse
du taux de dégagement de chaleur q˙1 qui est à l’origine de la non-linéarité de
la source thermoacoustique. Vu que ✏ ⌧ 1, il est possible de faire un dévelop-
pement limité de l’équation (5.18). En se limitant à l’ordre 3, il vient :
q˙1 /|{z}
✏⌧1
(  up,0)1/2
✓
✏
2
  ✏
2
8
+
✏3
16
◆
(5.20)
En combinant les expressions Eqs. (5.19), (5.20) et (5.14), l’indice de Rayleigh
global est proportionnel (pour un développement limité à l’ordre 3) à :
ˆ
V
SdV / ⌘ˆ
✓
⌘ˆ   ⌘ˆ
2
4
+
⌘ˆ3
8
◆
= ⌘ˆ2   ⌘ˆ
3
4
+
⌘ˆ4
8
(5.21)
On rappelle pour pour un comportement linéaire, la source
´
V SdV est quadra-
tique et augmente avec l’amplitude ⌘ˆ :
ˆ
V
SdV / ⌘ˆ2, si linéaire (5.22)
Le développement à l’ordre 3 (Eq. (5.21)) met en exergue des non-linéarités en
⌘ˆ3 et ⌘ˆ4. Le terme  ⌘ˆ3/4 est de signe opposé au terme en ⌘ˆ2 qui est associé
au régime linéaire. Il contribue donc à atténuer l’eﬀet de la source thermoa-
coustique. C’est ce terme qui est lié au premier sous-domaine non-linéaire où´
V SdV/⌘ˆ2 décroît avec le niveau ⌘ˆ. Le terme ⌘ˆ4/8 est de même signe que ⌘ˆ
donc il contribue positivement à la source lorsque le niveau ⌘ˆ augmente. Ce
terme d’ordre 4 est donc à l’origine du second sous-domaine en non-linéaire, à
plus forte amplitude, où
´
V SdV/⌘ˆ2 croît.
Les non-linéarités de la réponse du taux de dégagement de chaleur amènent le
système à saturation qui converge vers un cycle limite (premier sous-domaine,
2○). Ces non-linéarités sont quadratiques (voir Eq. (5.20)).
Ce comportement non-linéaire pour des niveaux proches du cycle limite où
la source
´
V SdV s’écarte du régime linéaire permet de supposer que c’est elle
qui est à l’origine de la convergence vers le cycle limite et que la non-linéarité
des pertes peut être négligée. C’est l’hypothèse faite au chapitre 9.
Ces 4 situations ( 1○, 2○, 3○, 4○) sont illustrées à la figure 5.3, où l’indice
de Rayleigh local S/⌘ˆ2, normalisé par le niveau d’amplitude au carré, est tracé
dans la chambre, zoomé sur la zone de combustion de l’aluminium et étiré dans
la direction radiale. Dans cette figure 5.3, on peut observer la dynamique de la
source pour les 4 niveaux de forçage.
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(a) Configuration 1○ : ⌘ˆ/p0 = 4.08⇥ 10 4 (b) Configuration 2○ : ⌘ˆ/p0 = 1.14⇥ 10 3
(c) Configuration 3○ : ⌘ˆ/p0 = 3.4⇥ 10 3 (d) Configuration 4○ : ⌘ˆ/p0 = 1.83⇥ 10 2
Figure 5.3 – Champ de l’indice de Rayleigh local S normalisé par le niveau de
l’amplitude des oscillations de pression au carré ⌘ˆ2 pour les 4 configurations choisies.
Les images sont des zooms sur la zone de combustion et sont étirées dans la direction
radiale
Pour la situation 1○, les niveaux de S/⌘ˆ2 sont relativement modérés dans le
volume du nuage réactif, en particulier, par rapport aux niveaux atteints par les
fluctuations à la frontière. Cette frontière semble battre symétriquement autour
de sa position sans fluctuation. Cette observation est retenue pour dériver un
modèle analytique en régime linéaire au chapitre 7 et à l’Annexe C.
La situation 2○ montre une frontière qui bat avec une plus grande amplitude.
On peut observer que cette frontière a un mouvement légèrement asymétrique,
avec le battement qui s’aﬀaisse vers l’intérieur de la chambre entre le quart et
la moitié de la chambre. Cette situation correspond à des niveaux d’amplitude
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atteints au cycle limite de calculs instables (chapitre 4). Ce comportement aty-
pique du battement de la frontière constitue donc un marqueur de non-linéarité
de la source. Cette frontière est définie par une condition sur le diamètre des
gouttes d’aluminium qui cessent de brûler. Son mouvement asymétrique est
donc dû à des fluctuations de diamètre non-linéaires (Annexe C). On démon-
trera dans le chapitre 7 que les fluctuations du taux de dégagement de chaleur
sont corrélées aux fluctuations de diamètre. La présence de non-linéarités pour
les fluctuations de diamètre induit donc des fluctuations du taux de dégagement
de chaleur non-linéaires, permettant ainsi la convergence vers un cycle limite.
On observe également que les niveaux de S/⌘ˆ2 sont plus faibles que pour la
situation 1○ ce qui corrobore la décroissance de
´
V SdV/⌘ˆ2 en fonction du ni-
veau du forçage ⌘ˆ (figure 5.2(b)).
La situation 3○ présente des caractéristiques assez proches de la situation 2○
avec néanmoins une dégradation de la source, notamment en termes de niveaux
atteints par l’indice de Rayleigh local normalisé S/⌘ˆ2. Les situations 2○ et 3○
se situent dans le premier sous-domaine non-linéaire lié, a priori, à une réponse
quadratique du taux de dégagement de chaleur. La situation 3○ est caractérisée
par une source
´ SdV/⌘ˆ2 moins intense que la situation 2○. La diminution de
la source
´ SdV/⌘ˆ2 est alors liée directement à une diminution en module de
chaque point de S/⌘ˆ2 dans la zone de combustion.
La situation 4○ montre une plus forte dégradation du terme source avec des
niveaux de S/⌘ˆ2 plus faibles encore que la situation 3○.
On peut observer un autre phénomène non-linéaire, associé à la réduction de
la zone de combustion qui est due à la réduction du temps de combustion des
gouttes (Carvalho et al. (1997), Sujith (2005), Sujith et al. (2000)). En eﬀet, le
temps de combustion est proportionnel au nombre de Sherwood Sh, qui dépend
de la racine carrée du nombre de Reynolds et donc de la vitesse relative :
tc / Sh 1 / Rep 1/2 /  u 1/2p (5.23)
Le temps de combustion dépend donc non-linéairement de la vitesse selon l’in-
verse d’une corrélation en racine carrée. Pour des niveaux relativement impor-
tants de fluctuations de vitesse, le temps de combustion moyen est alors réduit.
En eﬀet, la situation 4○ se situe dans le second sous-domaine, avec un terme
cubique non négligeable de la réponse de la combustion de l’aluminium à l’am-
plitude de niveau ⌘ˆ, c’est-à-dire à une amplitude relativement grande. Comme
le temps de combustion moyen est réduit, on constate que l’ensemble du champ
moyen est également modifié à cette amplitude de forçage. Il y a donc plusieurs
non-linéarités pour la situation 4○ : (i) un terme cubique non négligeable de
la réponse de la combustion à l’acoustique et (ii) une modification du champ
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moyen.
La contribution frontière correspond à l’intégrale de S sur la zone de batte-
ment de frontière. La contribution volume est l’intégrale de Rayleigh sur le
volume de combustion sans la zone de battement. On cherche à caractériser la
contribution volume et la contribution frontière en fonction du niveau de for-
çage. Pour y parvenir, on intègre la zone de battement (zone de hauts niveaux
en fin de vie) sur 6 tranches radiale 1D (sur l’axe des x, de x = 1 m à x = 6
m, tous les mètres) et on fait la moyenne de ces tranches. On fait ensuite de
même pour la zone volume. On peut alors en déduire des contributions, me-
surées numériquement, de frontière (b.c. pour "boundary contribution") et de
volume (v.c. pour "volume contribution") à la source :
ˆ
V
SdV =
ˆ
Vv.c.
SdV +
ˆ
Vb.c.
SdV (5.24)
La figure 5.4 montre les poids respectifs des contributions volume´
Vv.c.
SdV/ ´V SdV et frontière
´
Vb.c.
SdV/ ´V SdV pour diﬀérents niveaux d’am-
plitudes de forçage. On observe que la contribution de frontière augmente avec
Figure 5.4 – Poids des contributions issues des fluctuations du taux de dégagement
de chaleur dans le volume et à la frontière du nuage de gouttes pour diﬀérents niveaux
d’amplitude, évalués par intégration de l’indice de Rayleigh local S
le niveau de forçage (premier sous-domaine non-linéaire, terme quadratique)
avant de décroître pour la situation 4○ (deuxième sous-domaine non-linéaire,
terme cubique non négligeable). Ceci est donc une autre manifestation des
non-linéarités de la réponse de la dynamique de la combustion à l’excitation
acoustique.
Dans cette sous-section, on a forcé une simulation stable à diﬀérent niveau
de forçage acoustique et à même fréquence. Les non-linéarités de source de l’in-
stabilité ont pu être identifiées. Elles sont dues à une réponse quadratique de
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la combustion au forçage acoustique à des niveaux de cycles limites observés
pour des calculs instables et un terme cubique dans la réponse non négligeable
au-delà. Certains marqueurs de non-linéarités ont également pu être observés
comme l’asymétrie du battement de frontière induite par le comportement non-
linéaire des fluctuations de diamètre de goutte, la diminution des niveaux de la
source normalisée par le niveau de l’amplitude au carré en fonction du niveau ⌘ˆ
de l’amplitude et la modification du champ moyen à relativement haute ampli-
tude illustrée par la réduction du temps de combustion moyen. L’asymétrie du
battement et le comportement non-linéaire des fluctuations de diamètre appa-
raissent aux amplitudes de cycle limites observées pour des calculs instables. La
réduction du temps de combustion est une non-linéarité observée à des niveaux
plus importants. De plus, la contribution frontière devient de plus en plus im-
portante par rapport à la contribution volume avec le niveau de l’amplitude de
forçage dans le premier sous-domaine non-linéaire, puis le phénomène semble
s’inverser dans le second. Enfin, quelle que soit l’amplitude, on observe que la
dynamique de la frontière n’est jamais négligeable et contribue entre 25% et
40% aux fluctuations du taux de dégagement de chaleur dans la chambre.
Dans cette étude et dans l’ensemble des calculs, il a été supposé que le modèle
empirique de Ranz-Marshall (Ranz and Marshall (1952)) était valable quelle
que soit l’amplitude de la modulation. Il est tout à fait possible que des phéno-
mènes non-linéaires ne soient pas modélisés ici. Par exemple, Hirschberg (2007)
met en évidence un phénomène non-linéaire pour le tube de Rijke : le blocage
du transfert de chaleur quand l’air chaud du sillage revient vers l’obstacle (la
grille pour le tube de Rijke). On parle d’eﬀet mémoire du sillage. On pourrait
alors imaginer, par analogie, des dynamiques non-linéaires de sillage autour des
gouttes. Dans des travaux futurs, il serait donc intéressant de vérifier la validité
du modèle de Ranz-Marshall par des simulations directes d’une goutte d’alumi-
nium en combustion soumise à un champ acoustique à diﬀérentes amplitudes
de forçage.
Dans la sous-section suivante, on conserve le modèle de combustion ASSM
(chapitre 3) et on étudie l’eﬀet du diamètre de fin de vie des gouttes réactives
Dr sur la source thermoacoustique
´
V SdV sans imposer de forçage acoustique.
5.3 Modèle ASSM : Impact du diamètre résiduel
L’étude paramétrique de cette sous-section consiste à modifier le diamètre
résiduel Dr des gouttes d’aluminium lorsque la combustion cesse. Ce diamètre
définit le diamètre de la goutte d’aluminium en fin de vie et celui des résidus
d’alumine. Le taux de dégagement de chaleur, suivant la loi du D2 ou le modèle
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ASSM (Eq. (5.3)), dépend linéairement du diamètre de gouttes :
q˙ / D (5.25)
Le taux de dégagement de chaleur en fin de vie dépend, dans le modèle ASSM,
du diamètre en fin de vie qui correspond au diamètre des résidus Dr. Modifier
le diamètre résiduel Dr influe donc directement sur le taux de dégagement de
chaleur en fin de vie, mais change également le temps de combustion des gouttes
d’aluminium tc. Son expression analytique pour un écoulement moyen uniforme
est donnée ci-dessous :
tc =
⇢pPr(D2i  D2r)
4Shµ ln(1 + B)
(5.26)
L’augmentation du temps de combustion tc conduit à une augmentation du
volume du nuage réactif des gouttes.
L’étude paramétrique numérique est réalisée pour les diamètres suivants. Le
diamètre d’injection est fixé à Di = 120 µm et les diamètres résiduels Dr choi-
sis sont 100, 90, 80, 70, 60, 50, 40, 30, 20, 10, 5, 2 et 1 µm. Ces tailles de résidus
Dr permettant de balayer des grandes tailles de résidus jusqu’aux fumées (Sa-
lita (1995), Marion et al. (1996)).
En modifiant le diamètre résiduel Dr, on modifie l’énergie totale dégagée par
combustion dans la chambre. Pour conserver la même énergie après combustion
des gouttes dans la chambre, on modifie la température du gaz injecté et ses
propriétés thermodynamiques (voir tableau 5.2). Pour chacun de ces calculs, on
en déduit le niveau de l’amplitude de la pression acoustique ⌘ˆ et la fréquence
f des instabilités auto-entretenues, sans forçage par le fond avant. Pour les
cas stables, cette amplitude est nécessairement nulle. Pour les cas instables, on
donne les valeurs au cycle limite.
Pour chacune de ces simulations numériques, la figure 5.5 représente le temps
de combustion tc,0 moyenné sur la période acoustique et moyenné spatialement
suivant x.
On vérifie bien que plus Dr est grand et proche de Di, plus le temps de
combustion tc,0 est court. On note que les diamètres résiduels de 1 à 10 µm
ont le même temps de combustion. En eﬀet, sachant que le temps de combus-
tion tc,0 dépend quadratiquement des diamètres d’injection Di et résiduel Dr
(voir Eq. (5.26)), si le diamètre Dr est faible devant le diamètre Di, changer
légèrement le diamètre Dr n’aura aucun impact sur le temps de combustion tc,0.
Entre chaque cas de calcul, plusieurs paramètres sont donc modifiés en même
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Table 5.2 – Paramètres physiques pour chaque calcul
Dr (µm) Tg,i (K) CP,g (J/kg/K)   ⌘ˆ (kPa) f (Hz)
100 3547.01 2023.21 1.16307 0  
90 3514.05 2015.04 1.16201 12.0 75.5
80 3487.26 2008.61 1.16116 14.7 73.9
70 3466.17 2003.68 1.16051 13.7 71.8
60 3450.18 2000.00 1.16002 10.7 70.5
50 3438.65 1997.39 1.15967 0  
40 3430.89 1995.65 1.15944 0  
30 3426.17 1994.60 1.15930 0  
20 3423.75 1994.06 1.15923 0  
10 3422.85 1993.86 1.15920 0  
5 3422.74 1993.84 1.15901 0  
2 3422.72 1993.83 1.15900 0  
1 3422.72 1993.83 1.15900 0  
Figure 5.5 – Temps de combustion moyen tc,0 (moyenné spatialement suivant x)
par rapport au diamètre résiduel Dr (Di = 120 µm), déduit des simulations
temps par Dr : (i) le taux de dégagement de chaleur en fin de vie, (ii) le temps
de combustion des gouttes et donc le volume du nuage réactif, (iii) la taille
des résidus inertes après combustion, (iv) les conditions d’injection. L’analyse
va maintenant porter sur les taux de croissance (source et pertes) du premier
mode et les contributions volume et frontière de la source thermoacoustique´
V SdV en fonction du diamètre résiduel Dr.
Dans la figure 5.6, les taux de croissance correspondant aux pertes acoustiques
↵l et au terme source ↵ITHAC sont tracés en fonction du diamètre résiduel
Dr. Les deux taux de croissance sont calculés en bloquant les fluctuations du
nombre de Reynolds particulaire Rep comme indiqué au chapitre 4 (méthode
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RPM).
La figure 5.6 montre que les pertes acoustiques varient faiblement par rap-
port à la taille des résidus. La perte acoustique associée aux résidus inertes est
donc faible par rapport aux autres pertes acoustiques.
On observe aussi que le système est instable (↵ITHAC >  ↵l > 0) pour
Dr 2 [60; 90] µm et stable (↵ITHAC <  ↵l) pour Dr 2 [1; 50] [ [90; 100] µm.
Les diamètres résiduels de 1 à 10 µm, qui ont le même temps de combustion
(Fig. 5.5), ont également le même taux de croissance de l’instabilité (Fig. 5.6),
proche de 0. L’instabilité thermoacoustique dépend donc fortement du diamètre
résiduel Dr.
On souhaite maintenant observer la dynamique de chacune des contributions
volume et frontière en fonction du diamètre résiduel Dr. La contribution de
frontère est identifiée comme correspondant à la zone de battement. La contri-
bution volume est le volume du nuage réactif sans la zone de battement. Le
poids de chaque contribution est évalué comme indiqué dans la section précé-
dente (section 5.2).
La figure 5.7 montre les deux contributions volume et frontière par leur poids
Figure 5.6 – Taux de croissance de la source de l’instabilité thermoacoustique
↵ITHAC et des pertes acoustiques ↵l. Le système est instable si ↵ITHAC >  ↵l
respectifs et leurs taux de croissance ↵v.c. et ↵b.c. associés. L’indice v.c. signi-
fie "volume contribution" et l’indice b.c. correspond à "boundary contribution".
On voit à la figure 5.7(a) que plus le diamètre résiduel Dr est grand, plus
la contribution frontière devient importante, voire dominante pour Dr > 90
µm.
Ce comportement, pour Dr > 20 µm, a deux explications possibles : (i) le
volume de combustion diminue et la contribution de volume qui est l’intégrale
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de ce volume diminue d’autant, (ii) le taux de dégagement de chaleur avant
extinction augmente avec Dr donc les fluctuations du taux de dégagement de
chaleur dans la zone de battement sont plus intenses et la contribution frontière
augmente. Sachant que les courbes sont linéaires, le mécanisme qui contrôle
le rapport entre les deux contributions dépend, a priori, linéairement de Dr.
L’équation (5.25) montre une dépendance linéaire du taux de dégagement de
chaleur au diamètre de goutte. Le rapport entre les deux contributions volume
et frontière est donc essentiellement contrôlé par le taux de dégagement de
chaleur juste avant extinction des gouttes d’aluminium.
Pour les plus petits diamètres Dr < 20 µm, on remarque également que la
contribution frontière est non nulle alors que le taux de dégagement de chaleur
en fin de vie devient infime 1.
La figure 5.7(b) montre néanmoins que les deux taux de croissance volume et
frontière suivent les mêmes tendances en fonction de Dr. Ceci signifie qu’elles
sont liées à un même mécanisme. On suppose que les conditions d’injection ont
un eﬀet négligeable. Le taux de dégagement de chaleur avant extinction et le
temps de combustion sont donc les deux seuls mécanismes possibles.
(a) Poids de chacune des contributions aux
fluctuations du taux de dégagement de cha-
leur issus du volume et du mouvement de fron-
tière du nuage de gouttes réactives
(b) Taux de croissance induits par la source
de l’instabilité ↵ITHAC = ↵v.c. + ↵b.c.. Le
terme ↵v.c. est associé à la contribution de
volume et ↵b.c. à la contribution de la fron-
tière
Figure 5.7 – Evolution des deux contributions (volume et frontière) à la source de
l’instabilité en fonction du diamètre résiduel Dr
1. On peut trouver numériquement que les fluctuations de diamètre de la loi du D2 est
le mécanisme prépondérant dans la dynamique du taux de dégagement de chaleur en fin de
vie des gouttes, pour des diamètres résiduels de très petites tailles. Cette conclusion mérite
d’être encore étayée et ne fera pas l’objet d’une étude plus approfondie dans ce manuscrit,
mais interroge sur la dynamique de combustion diphasique modélisée par la loi du D2 (sans
fonction Heaviside) quelle que soit l’application industrielle.
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Les taux de croissance de la figure 5.7(b) ne sont pas des courbes monotones.
Le taux de dégagement de chaleur avant extinction ne peut donc être le mé-
canisme dominant, car il est proportionnel à Dr. Le temps de combustion est
donc le mécanisme qui prédomine le taux de croissance ↵ITHAC = ↵v.c. + ↵b.c.
de l’instabilité.
Les deux mécanismes (i) taux de dégagement de chaleur avant extinction et
(ii) temps de combustion des gouttes jouent un rôle prépondérant sur l’insta-
bilité thermoacoustique.
Le premier contrôle le rapport entre les contributions du volume et de la
frontière aux fluctuations du taux de dégagement de chaleur. Plus le diamètre
résiduel est grand, plus le taux de dégagement de chaleur est intense et la contri-
bution frontière non négligeable voire dominante. La dépendance de l’instabilité
au taux de dégagement de chaleur en fin de vie, avant extinction, n’avait pas
été identifié comme important dans la bibliographie jusqu’à présent.
Le second semble contrôler les deux contributions volume et frontière et donc
l’instabilité dans son ensemble. Le maximum du taux de croissance ↵ITHAC est
obtenu pour Dr = 80 µm. Cette dépendance forte de l’instabilité au temps
de combustion corrobore les constats de Gallier and Godfroy (2009) et Casalis
et al. (2011) qui identifient le nombre de Strouhal de combustion :
Sc = !tc,0, ! = 2⇡f (5.27)
avec f la fréquence excitée, comme un nombre adimensionnel important pour
l’instabilité.
On a également observé que les pertes acoustiques dépendent peu du dia-
mètre Dr des résidus inertes par rapport à la source
´
V SdV .
Dans la prochaine sous-section, on compare la dynamique de la combustion
de l’aluminium pour deux modèles de combustion : (i) le modèle ASSM utilisé
jusqu’ici et (ii) le modèle avec lobe (chapitre 3).
5.4 Modèle Lobe
On rappelle le modèle de combustion avec lobe d’alumine :
m˙ =  ⇡(D   h) µ
Pr
ln(1 + B)Sh(1   3) (5.28)
dD2
dt
=   4 µ
⇢pPr
ln(1 + B)Sh(1  h
D
)(1   3) (5.29)
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  =
Dr
Di
, h3   3
2
Dh2 +
D3i  D3
2
 3
1   3 = 0 (5.30)
Ce modèle Lobe est comparé dans cette sous-section au modèle ASSM. Le coef-
ficient   est fixé à   = 1.95 (ajusté numériquement), afin de conserver le même
temps de combustion quel que soit le modèle utilisé. La dynamique de ces deux
modèles est comparée à la figure 5.8 où les taux de consommation m˙ sont tra-
cés en fonction du diamètre particulaire D, pour un nombre de Sherwood Sh
égal à 2 (pas d’eﬀet de convection), un nombre de Spalding B à 1, un nombre
de Prandtl Pr à 0.4. On peut observer que le modèle ASSM présente une dis-
continuité en taux d’évaporation (fonction Heaviside) alors que le modèle Lobe
est continu jusqu’à l’extinction (D = Dr). La dynamique en fin de vie est donc
diﬀérente. De plus, avec le modèle Lobe, le taux de consommation est plus élevé
pour des gouttes supérieures à D > 80 µm (car   > 1).
Ce modèle de combustion de type Lobe a donc été implémenté dans le code
CPS. Le calcul avec ce modèle est instable comme le calcul avec le modèle
ASSM pour un diamètre d’injection à 120 µm et un diamètre résiduel à 60 µm
(Calcul de référence, chapitre 3). Le premier mode longitudinal est excité, à une
fréquence f = 72.8 Hz. Le niveau d’amplitude mesurée est de ⌘ˆ = 15 kPa. Alors
qu’avec le modèle ASSM, on avait un niveau de ⌘ˆ = 10.5 kPa et une fréquence
de f = 70.5 Hz. Le critère de Rayleigh local, calculé par ce modèle Lobe, est
Figure 5.8 – Comparaison du taux de consommation m˙ calculé par les deux modèles
de combustion : le modèle ASSM (en bleu) et le modèle Lobe (en rouge). Les nombres
adimensionnels suivants sont fixés : Sh = 2, B = 1, Pr = 0.4, Di = 120 µm, Dr = 60
µm
illustré par la figure 5.9. On observe que la dynamique dans le volume est fi-
nalement assez similaire, par contre il n’y a pas de contribution de frontière.
Ceci s’explique par le taux de dégagement de chaleur en fin de vie qui n’est
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(a) Modèle ASSM (b) Modèle Lobe
Figure 5.9 – Comparaison d’indice de Rayleigh local normalisé par l’amplitude
d’oscillations de pression au carré S/⌘ˆ2. Les figures, zoomées sur la zone de combustion
de l’aluminium, ont été étirées radialement
pas discontinu. La dynamique de dégagement de chaleur induite par les deux
modèles est montrée par le module et la phase des fluctuations de dégagement
de chaleur (| ˆ˙q|, (ˆ˙q)) à un quart x/L = 1/4 de la chambre, à la figure 5.10.
(a) Module des fluctuations du taux de déga-
gement de chaleur |ˆ˙q|
(b) Phase des fluctuations du taux de dégage-
ment de chaleur  (qˆ) relative aux fluctuations
de pression acoustique
Figure 5.10 – Fluctuations du taux de dégagement de chaleur induit par la combus-
tion des gouttes à un quart de la chambre x/L = 1/4. Comparaison entre le modèle
ASSM et le modèle Lobe
Le module des fluctuations de chaleur induit par le modèle Lobe est plus
faible avec absence de frontière. Par contre sa phase est plus proche de zéro, donc
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plus en phase avec les fluctuations de pression et donc présente un couplage plus
fort du point de vue de Rayleigh. Ceci peut contribuer à expliquer les niveaux
d’instabilité plus forts avec le modèle Lobe et un glissement fréquentiel plus
faible.
5.5 Conclusion
L’impact de trois paramètres a été analysé : l’amplitude du forçage acous-
tique, le diamètre résiduel des gouttes après extinction de la combustion et le
modèle de combustion retenu pour décrire la combustion d’une goutte.
Modifier l’amplitude de forçage a permis de mettre en évidence la réponse de la
dynamique de la combustion et le comportement de la source thermoacoustique
à cette amplitude.
Trois comportements distincts ont été identifiés : une réponse linéaire, une
réponse quadratique et un terme cubique non négligeable dans la réponse.
Augmenter l’amplitude des fluctuations de pression provoque également : (i)
une diminution des niveaux de la source thermoacoustique, (ii) une asymétrie
du battement de la frontière du nuage de gouttes réactives, (iii) une réduction
du temps de combustion moyen tc,0 et (iv) une diminution de la contribution à
la source de l’instabilité issue des fluctuations du taux de dégagement de chaleur
dans le volume de combustion devant la contribution associée à la dynamique
de la frontière du nuage de gouttes réactives.
L’eﬀet du diamètre résiduel Dr modifie le temps de combustion des gouttes
tc,0, le taux de dégagement de chaleur en fin de vie et les pertes acoustiques
liées aux particules inertes.
On constate également que la source dépend plus fortement du diamètre
résiduel Dr des gouttes que les pertes acoustique. En eﬀet, celui-ci impacte la
dynamique de fin de vie des gouttes, par la valeur du taux de dégagement de
chaleur avant extinction, et le volume de la zone de combustion dépend du
temps de combustion.
Les contributions aux fluctuations du taux de dégagement de chaleur issus du
volume de combustion et de sa frontière suivent les mêmes tendances et peuvent
être associées à un nombre de Strouhal de combustion Sc = !tc,0. Néanmoins,
la contribution frontière augmente relativement à la contribution volume en
fonction du diamètre résiduel Dr car le taux de dégagement de chaleur en fin
de vie augmente.
Pour une très faible valeur de diamètre de résidus Dr, le modèle ASSM re-
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vient à la loi du D2. La fonction Heaviside ne joue donc plus aucun rôle, et
pourtant une contribution frontière a été identifiée. La loi du D2 implique donc
une dynamique de fin de vie particulière identifiable, qui justifierait d’être ap-
profondie.
Les résultats de simulations avec le modèle ASSM et le modèle Lobe ont fi-
nalement été comparés. Les deux modèles induisent des amplitudes et des fré-
quences légèrement diﬀérentes. Néanmoins, l’instabilité est observée dans les
deux cas. Ce modèle Lobe ne présente aucune dynamique particulière en fin
de vie, une dynamique en volume plus faible mais est plus en phase avec la
pression acoustique que le modèle ASSM. Bien que le modèle Lobe semble plus
sophistiqué, il ne présente pas de modélisation particulière pour la fin de vie
mais une combustion complète. 2 De plus, rien ne permet de démontrer que ce
modèle Lobe a une dynamique plus représentative dans la zone de combustion
que le modèle ASSM, qui a permis de reproduire et de prédire les instabilités
pour des moteurs à propergol solides (Gallier and Godfroy (2009), Guéry et al.
(2001), Ballereau et al. (2003), Ballereau et al. (2006)). Les chapitres suivants
sont donc traités avec le modèle ASSM.
2. Une alternative pour la fin de vie serait un modèle représentatif des micro-explosions
de goutte (combustion quasi-instantanée de la masse restante de l’aluminium).
Troisième partie
Analyse linéaire de stabilité

Chapitre 6
Stabilité linéaire dans un MPS
Dans ce chapitre, la méthode de dérivation des pertes et des sources
responsables de l’instabilité est explicitée. Les méthodes proposées par
Flandro et par Culick pour analyser la stabilité sont d’abord décrites.
Une modélisation des pertes acoustiques dans le régime linéaire est pro-
posée. En particulier, les taux de croissance et glissements fréquentiels
induits par les pertes sont définis. La source associée à la dynamique de
la combustion de l’aluminium est développée au chapitre suivant.
6.1 Approches théoriques pour la stabilité linéaire
dans les MPS
6.1.1 Stabilité linéaire
Lors d’une instabilité, le plus souvent, plusieurs comportements peuvent être
identifiés : un comportement linéaire et un comportement non-linéaire. Le pre-
mier a lieu à la naissance de l’instabilité, c’est-à-dire, à très faible amplitude.
Le second permet de converger vers un cycle limite. A très faible amplitude, la
croissance ou la décroissance de l’amplitude peut être assimilée à une fonction
exponentielle avec un taux de croissance ↵ (figure 6.1). Ce taux de croissance
dépend de pertes et sources acoustiques linéarisées. De plus, ces sources et
pertes acoustiques induisent un glissement fréquentiel par rapport aux modes
propres de la chambre.
Les pertes et les sources linéaires peuvent être quantifiées à partir de la li-
néarisation des équations de conservation et font apparaitre des expressions
complexes (annexe B).
Elles peuvent être simplifiées au regard de la structure de l’écoulement et
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Figure 6.1 – Instabilité, croissance de l’amplitude de pression (Culick (2006))
du champ acoustique dans le moteur à propergol solide. Essentiellement, deux
approches simplicatrices existent pour évaluer les pertes acoustiques : une ap-
proche irrotationnelle (Culick (1966), Culick and Yang (1992)) et une approche
rotationnelle (Flandro (1995), Flandro and Majdalani (2003), Majdalani et al.
(2005)). On se propose dans un premier temps d’étudier rapidement la bi-
bliographie sur ces deux approches. La validité de ces deux approches est dé-
pendante du champ des fluctuations de l’écoulement. La sous-section suivante
présente donc des résultats de simulation.
6.1.2 Champ acoustique et rotation de l’écoulement
Le champ acoustique dans un moteur à propergol solide est analysé dans
cette sous-section. Le calcul servant d’illustration est le calcul instable de ré-
férence du chapitre 4. Gaz et particules sont injectés radialement et sortent
ensuite par la tuyère, longitudinalement. L’écoulement tourne alors dans le mo-
teur pour changer de direction (voir figure 6.2). Dans cette même figure, la zone
de combustion des gouttes d’aluminium est illustrée très proche du propergol
solide (condition limite d’injection). Après analyse du calcul instable dans le
Figure 6.2 – Zone de combustion des gouttes d’aluminium (en rouge) et lignes de
courant du champ moyen gazeux dans la géométrie de calcul
chapitre 4, on sait que l’instabilité prend place sur le premier mode longitudinal
acoustique (1L), avec un léger glissement fréquentiel de  5.5 Hz :
f = 70.5 Hz, f1L = 76 Hz (6.1)
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f est la fréquence d’excitation et f1L le premier mode acoustique naturel. Ce
glissement fréquentiel est induit par des sources et pertes acoustiques (dont la
combustion de l’aluminium).
Par une transformée de Fourier du champ de pression, on peut en extraire
le module des fluctuations de pression illustré à la figure 6.3.
Figure 6.3 – Module des fluctuations de pression |pˆ| dans le moteur à propergol
solide
D’après la figure 6.3, le champ des fluctuations de pression est invariant
en radial. La combustion de l’aluminium ne déforme donc pas localement le
champ de pression acoustique. La variation observée des fluctuations de pression
est seulement dans le sens longitudinal. Le module |pˆ| varie comme la valeur
absolue d’une fonction cosinus. Cela correspond à un mode 1L fermé-fermé. Il y
a néanmoins une légère asymétrie entre fond avant et fond arrière. On suppose
que cette asymétrie est due à la présence de la tuyère.
A priori, on peut donc considérer que les fluctuations de pression sont stric-
tement acoustiques, sans contribution rotationnelle ou entropique.
On suppose donc également que la rotation du champ moyen (induit par
l’injection radiale) et les gouttes inertes ne perturbent pas non plus localement
le champ local des fluctuations de pression.
On sait aussi que les fluctuations de vitesse longitudinale (mode 1L) jouent
un rôle important pour l’instabilité puisqu’elles sont à l’origine de l’instation-
narité de la combustion (Gallier and Godfroy (2009), Gallier et al. (2011)). Dans
les chambres des MPS, la structure des fluctuations longitudinales de vitesse
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du gaz est particulière. Elle comprend une couche limite acoustique occupant
une grande partie de la chambre (chapitre 1). Flandro et al. (2000) parlent
de contributions acoustique (onde plane) et rotationnelle (couche limite acous-
tique).
Cette structure peut être observée par simulation, illustrée à la figure 6.4, par
le module des fluctuations de vitesse longitudinale |uˆ| à un quart de la chambre
du moteur x/L = 1/4. Sur cette figure, la zone de combustion de l’aluminium
est également montrée et on peut observer qu’elle est dans une zone où la vi-
tesse fluctuante varie fortement en radial. La forte variation des fluctuations de
vitesse uˆ devra être prise en compte dans la modélisation de la source, associée
à la réponse en combustion aux fluctuations du gaz (chapitre 7).
On identifie deux zones dinstinctes dans la figure 6.4 : une zone de forte va-
riation radiale de vitesse uˆ (r/R 2 [0.4; 1]) et une zone où la variation radiale
est inexistante (r/R 2 [0; 0.4]). La première zone correspond à la couche li-
mite acoustique. Dans la seconde, la vitesse fluctuante est purement acoustique
(Flandro et al. (2000), chapitre 1). La combustion de l’aluminium, en rouge
dans la figure 6.4, est localisée dans la zone de forte variation de vitesse uˆ.
Celle-ci devra être prise en compte dans la modélisation des fluctuations du
taux de dégagement de chaleur.
En cas de mode longitudinal excité, des fluctuations de vitesses radiales du gaz
Figure 6.4 – Evolution radiale du module |uˆ| en x/L = 1/4 et zone de combustion
des gouttes d’aluminium
apparaissent également. Néanmoins, elles sont négligeables par rapport aux fluc-
tuations longitudinales (Flandro et al. (2000), Flandro (1995)). Garcia-Schäfer
and Linan (2001) proposent un modèle analytique pour ces fluctuations radiales
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qui intègrent des eﬀets acoustiques et rotationnels.
Dans cette sous-section, on a observé des fluctuations de pression de nature
principalement acoustiques et des fluctuations de vitesse d’origine acoustique
et rotationnelle, avec une couche limite acoustique. Dans la sous-section sui-
vante, on s’appuiera sur ces observations pour définir un cadre théorique à la
modélisation des pertes et sources acoustiques.
6.1.3 Approches irrotationnelle et rotationnelle
Dans la section 6.2, le taux de croissance ↵ et le glissement fréquentiel  !
seront exprimés à partir des équations de conservation linéarisées (stabilité li-
néaire). Néanmoins, le taux de croissance et le glissement fréquentiel doivent
être définis à partir de simplifications de l’écoulement. On sait que la vitesse
fluctuante présente des contributions rotationnelles et acoustiques mais que les
ondes de pression peuvent être considérées comme acoustiques. Dans un MPS,
il existe deux approches pour exprimer le taux de croissance et le glissement
fréquentiel, une approche irrotationnelle et une approche rotationnelle.
La première est une approche acoustique et irrotationnelle développée par Cu-
lick pour la propulsion solide (Culick (1966), Culick and Yang (1992)) avec une
correction pour la rotation de l’écoulement moyen induit par l’injection radiale.
L’approche rotationnelle est dérivée par Flandro (Flandro (1995)). Flan-
dro justifie cette approche par la nécessité de prendre les fluctuations d’ori-
gine rotationnelle. Cette approche permet de justifier l’origine du terme dit de
flow-turning. Elle fait également intervenir une contribution rotationnelle en
fluctuations de pression.
Or, comme identifié par simulation, les fluctuations de pression sont planes,
donc a priori, les fluctuations de pression sont strictement acoustique. Cette
observation a également été faite par d’autres auteurs (Gallier et al. (2018),
Roh et al. (1995), Apte and Yang (2002), Chu et al. (2003)).
Finalement, Gallier et al. (2018) démontrent que l’approche à la Culick
(acoustique) reproduit mieux les résultats numériques si on considère le terme
de flow-turning. En eﬀet, ils justifient cela par une erreur d’admittance dans
l’approche à la Flandro (Flandro (1995)). Après correction, les deux méthodes
sont équivalentes.
On optera donc pour l’approche irrotationnelle de Culick, a priori la plus simple.
A noter qu’il a été vérifié que les approches sont équivalentes pour le taux de
100 Chapitre 6 - Stabilité linéaire dans un MPS
croissance, mais il n’en est rien concernant le glissement fréquentiel. On suppose
donc ici que le glissement fréquentiel est également bien modélisé par l’approche
à la Culick.
On exprime le taux de croissance et le glissement fréquentiel induit par les
sources et pertes acoustiques, à la Culick, à partir d’une équation d’onde sur
les fluctuations de pression p1. Cette équation peut être dérivée à partir de la
linéarisation des équations de conservation (voir Annexe B). Le terme source
associé à la combustion de l’aluminium est modélisé au chapitre suivant. Seules
les contributions restantes seront donc développées.
6.2 Expression des pertes et sources acoustiques
Dans cette section, les pertes et sources acoustiques sont développées suivant
l’approche à la Culick, à partir des équations de conservation (voir Annexe B).
Dans un premier temps, on dérive, à partir d’une équation d’onde, des expres-
sions pour le taux de croissance de l’instabilité ↵ et le glissement fréquentiel in-
duit  !. Cette équation d’onde intègre des termes sources et pertes acoustiques.
Cette dérivation est valable dans le domaine linéaire et pour des fluctuations
de pression p1 pouvant être décomposées sur une base orthogonale.
6.2.1 Taux de croissance et glissement fréquentiel
Dans le cas général, le système à résoudre s’exprime comme une équation
d’onde représentée par les fluctuations de pression p1 :
8<:r2p1  
1
a20
@2p1
@t2
= h (6.2)
n ·rp1 =  f (6.3)
Dans nos calculs, les instabilités thermoacoustiques rencontrées en MPS ex-
citent des fréquences très proches des fréquences des modes propres, acoustiques
pur sans sources ou pertes acoustiques (voir section 6.1.2 et chapitre 5). On note
 n ces modes de pression, qui obéissent à l’équation de Helmoltz homogène (n
pour le nième mode acoustique) :
(
r2 n + k2n n = 0 (6.4)
n ·r n = 0 (6.5)
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Les  n composent une base orthogonale. On suppose que le champ acoustique
p1 peut être décomposé sur cette base orthogonale des modes acoustiques  n :
p1(x, t) =
X
n
⌘n(t) n(x),
ˆ
V
 n mdV =  nm
ˆ
V
 2ndV (6.6)
où ⌘n correspond à l’amplitude du nième mode acoustique et  nm le symbole de
Kronecker.
On définit kn et !n respectivement la longueur d’onde et la fréquence angulaire
correspondant au nième mode acoustique pur, sans sources ou pertes acoustiques.
La suite du développement consiste à exprimer les écarts en longueur d’onde
k  kn, en fréquence angulaire  ! = ! !n et le taux de croissance de l’ampli-
tude de pression ↵ induits par la présence de sources et pertes acoustiques.
Pour ce faire, on multiplie l’équation (6.2) par  n, l’équation (6.4) par p1 et on
soustrait les deux équations. On obtient après intégration sur le volume de la
chambre :ˆ
V
 
 nr2p1   p1r2 n
 
dV  
ˆ
V
 n
a20
@2p1
@t2
dV  k2n
ˆ
V
p1 ndV =
ˆ
V
 nhdV (6.7)
où V est le volume total de la chambre et S la surface aux frontières. En
remarquant que  nr2p1   p1r2 n = r · ( nrp1)   r · (p1r n), on peut
utiliser le théorème de Green-Ostrogradski pour le premier terme :
ˆ
S
0B@ n rp1 · n| {z }
= f (Eq. (6.3))
 p1 r n · n| {z }
=0 (Eq. (6.5))
1CA dS ˆ
V
 n
a20
@2p1
@t2
dV k2n
ˆ
V
p1 ndV
=
ˆ
V
 nhdV (6.8)
L’équation (6.8) s’écrit avec les équations Eq. (6.3) et Eq. (6.5) :
 
ˆ
V
 n
a20
@2p1
@t2
dV   k2n
ˆ
V
p1 ndV =
ˆ
V
 nhdV +
ˆ
S
 nfdS (6.9)
avec a0 la vitesse du son dans la chambre. On injecte ensuite la forme des
fluctuations de pression Eq. (6.6) dans l’équation Eq. (6.9). Les modes propres
étant orthogonaux entre eux (
´
 m n = E2n mn) on obtient pour chaque mode
acoustique une équation à résoudre sur les amplitudes ⌘n :
⌘¨n + !
2
n⌘n =  
a20
E2n
0@ˆ
V
 nhdV +
ˆ
S
 nfdS
1A avec E2n = ˆ
V
 2ndV (6.10)
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où !n = kna0. Cette équation d’amplitude, si elle intégre des termes non-
linéaires, peut être résolue numériquement (voir chapitre 9). En linéaire, on
peut généralement la résoudre (Culick and Yang (1992)). Pour exprimer le
taux de croissance et le glissement fréquentiel induits par les sources et pertes
acoustiques, il faut exprimer cette équation Eq. (6.10) dans l’espace de Fourier.
On suppose alors que l’amplitude en chaque point est harmonique :
⌘n(t) = ⌘ˆn(t)e
i!t = ⌘ˆn(t = 0)e
ia0kt avec k = (!   i↵)/a0 (6.11)
où k est la longueur d’onde, kn la longueur d’onde en l’absence de sources
ou pertes acoustiques, a0 est la vitesse du son, ! est la fréquence angulaire
excitée (proche de la fréquence du mode propre associé !n), ↵ est le taux
d’amplification de l’amplitude du nième mode acoustique. Par convention on
suppose que l’enveloppe est dans les réels ⌘ˆn 2 R. On obtient alors à partir de
Eq. (6.10) la relation suivante pour la longueur d’onde k autour de la longueur
d’onde du mode propre kn :
k2   k2n =
1
E2n⌘ˆn
0@ˆ
V
 nhˆdV +
ˆ
S
 nfˆdS
1A (6.12)
oùs hˆ, fˆ définis par h = hˆeia0kt et f = fˆ eia0kt. A partir de l’équation (6.12), on
peut extraire les relations suivantes pour la fréquence angulaire ! et le taux de
croissance ↵ :
!2   ↵2   !2n = Re
8<: a20E2n⌘ˆn
0@ˆ
V
 nhˆdV +
ˆ
S
 nfˆdS
1A9=;
 2↵! = Im
8<: a20E2n⌘ˆn
0@ˆ
V
 nhˆdV +
ˆ
S
 nfˆdS
1A9=;
avecRe et Im, respectivement, la partie réelle et la partie imaginaire. Supposant
que ↵⌧ ! et ! ⇠ !n on peut exprimer le décalage fréquentiel  ! (par rapport
au mode non perturbé) et le taux d’amplification de l’instabilité ↵ :
 ! = !   !n = a
2
0
2E2n!n
0@ˆ
V
 nRe(hˆ)
⌘ˆn
dV +
ˆ
S
 nRe(fˆ)
⌘ˆn
dS
1A (6.13)
↵ =   a
2
0
2E2n!n
0@ˆ
V
 nIm(hˆ)
⌘ˆn
dV +
ˆ
S
 nIm(fˆ)
⌘ˆn
dS
1A (6.14)
avec hˆ et fˆ les termes sources-pertes du système Eqs. (6.2) et (6.3), exprimés
dans l’espace de Fourier.
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Dans la suite de cette section, les sources et pertes acoustiques sont modé-
lisées par l’approche de Culick and Yang (1992). Si on exclut la combustion
de l’aluminium, les taux de croissance et les glissements fréquentiels les plus
importants sont : (i) combustion du propergol solide, (ii) particules inertes
(hydrodynamique et thermique), (iii) impédance tuyère et (iv) flow-turning.
Les expressions de chacune de ces contributions au bilan d’énergie acoustique
peuvent être déduites de l’annexe B, où h et f sont explicitées. Le terme source
associé à la combustion de l’aluminium est abordé au chapitre suivant (cha-
pitre 7).
6.2.2 Combustion du propergol solide
Le propergol solide se situe à la condition limite r = R. Sa combustion
est modélisée comme une condition d’injection (chapitre 1 et 4). Le taux de
croissance et le glissement fréquentiel induits par la combustion du propergol
solide peuvent être dérivés à partir des équations Eqs. (6.13) et (6.14) :
↵i =  ⇢0a
2
0
2E2n
ˆ
Si
✓
 nRe(uˆ · n)
⌘ˆn
+
 2nu0 · n
 p0
◆
dS (6.15)
 !i =
⇢0a20
2E2n
ˆ
Si
 nIm(uˆ · n)
⌘ˆn
dS (6.16)
où uˆ sont les fluctuations de vitesse dans l’espace de Fourier, Si correspond
à la surface du propergol solide et l’indice i est relatif à l’injection due à la
combustion du propergol solide. Le débit surfacique massique du mélange gaz-
particules à l’injection s’écrit :
m˙i =  ⇢u · ni (6.17)
A la condition limite, on impose un débit massique constant m˙i = m˙i,0 (l’indice
0 correspond au débit massique moyenné sur la période acoustique). Dans ce
cas de figure, la combustion du propergol solide ne répond pas à l’acoustique
contrairement à ce qui est attendu généralement (voir chapitre 1). Il s’agit d’une
simplification permettant d’éviter toute intéraction entre les deux instabilités
de combustion. Donc la linéarisation de l’équation (6.17) donne :
uˆ · ni
u0 · ni =  
⇢ˆ
⇢0
(6.18)
où ⇢ correspond à la masse volumique du gaz dans la chambre et ·ˆ aux fluc-
tuations dans l’espace de Fourier, ni à la normale à l’injection et l’indice 0 au
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champ moyen. La loi des gaz parfaits permet d’exprimer les fluctuations de ⇢ˆ
en fonction des fluctuations de pression pˆ et de température du gaz Tˆ :
uˆ · ni
u0 · ni =  
pˆ
p0
+
Tˆ
T0
(6.19)
Si on suppose les fluctuations de température nulles (la température est imposée
à la condition limite d’injection) :
Tˆ
T0
= 0 (6.20)
On obtient donc pour les fluctuations de vitesse à la surface la relation suivante :
uˆ · ni
u0 · ni =  
pˆ
p0
(6.21)
Sachant que par convention pˆ, ⌘ˆn 2 R, le taux de croissance peut s’exprimer :
↵i =  ⇢0a
2
0
2E2n
ˆ
Si
✓
   npˆ
⌘ˆnp0
u0 · ni +  
2
nu0 · ni
 
◆
dS (6.22)
Les fluctuations de pression peuvent s’exprimer, pour un seul mode, comme
pˆ = ⌘ˆn n. On trouve finalement pour un débit massique constant à l’injection :
↵i =
⇢0a20(    1)
2E2n p0
ˆ
Si
 2nu0 · nidS (6.23)
Le débit massique est supposé uniforme le long de la paroi du propergol solide,
dans le cadre de ce manuscrit. On peut donc simplifier l’équation précédente et
on obtient :
↵i =  vi(    1)
R
=  a0Mi(    1)
R
< 0 (6.24)
avec u0 · ni =  vi < 0 la vitesse radiale d’injection et Mi = via0 > 0 le nombre
de Mach à l’injection. La contribution du propergol solide, ici, en l’absence de
réponse en combustion, est négative. Il s’agit donc d’une perte acoustique.
On sait que l’admittance du propergol solide (Eq. (6.21)) est strictement réelle
donc le glissement fréquentiel associé au propergol solide est nul :
 !i = 0 (6.25)
Pour une injection à débit constant et uniforme, la combustion du propergol so-
lide est une perte acoustique qui n’induit pas de glissement fréquentiel. Dans la
sous-section suivante, l’impact des particules inertes sur l’acoustique du moteur
est étudié.
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6.2.3 Particules inertes
Les particules inertes constituent une autre perte acoustique à considérer
pour le taux de croissance et le glissement fréquentiel (Culick and Yang (1992),
Culick (1975), Temkin and Dobbins (1966)). Les particules interviennent par
l’intermédiaire des termes sources de l’équation de quantité de mouvement F1
et de pression Q1. Si on ne considère pas la combustion des gouttes, on a
(Eqs. (B.14) et (B.21)) :
F1 =  F1 ⇡  ↵p⇢p@ up
@t
(6.26)
Q1 ⇡  Q1 ⇡  ↵p⇢pC @ T
@t
(6.27)
avec 1 l’indice des perturbations dans l’espace temporel, ↵p est la fraction vo-
lumique de particules (à ne pas confondre avec un taux de croissance),  T =
Tp   Tg la temperature particulaire relative à la température du gaz et  up =
(up   u)ex + (vp   v)er la vitesse particulaire relative à la vitesse du gaz. Le
taux de croissance ↵inert et le glissement fréquentiel  !inert induits par les par-
ticules inertes peuvent donc s’écrire de la façon suivante à partir des équations
Eqs. (6.13) et (6.14) :
↵inert =   a
2
0
2!nE2n
✓
kn(    1)
a0
C↵p⇢p
ˆ
 n
⌘ˆn
Re(ia0kc T )dV
+↵p⇢p
ˆ r n
⌘ˆn
· Im(ia0kd up)dV ◆ (6.28)
 !inert =   a
2
0
2!nE2n
✓
kn(    1)
a0
C↵p⇢p
ˆ
 n
⌘ˆn
Im(ia0kc T )dV
 ↵p⇢p
ˆ r n
⌘ˆn
· Re(ia0kd up)dV ◆ (6.29)
A partir des equations (B.8), (B.9) et (B.11), (B.12), on peut dériver des équa-
tions de transport pour les fluctuations des diﬀérentielles de vitesse et de tem-
pérature :
d up,1
dt
+
 up,1
⌧d
=  du1
dt
(6.30)
avec ⌧d le temps caractéristique de trainée. Ici, on le simplifiera à l’expression
suivante (régime de Stokes, Rep < 1) :
⌧d =
⇢D2r
18µ
(6.31)
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où Dr est le diamètre des résidus inertes. Et pour la température particulaire
relative  T , on a :
d T1
dt
+
 T1
⌧t
=  dT1
dt
(6.32)
avec ⌧t le temps caractéristique thermique particulaire :
⌧t =
✓
3
2
CPr
CP
◆
⌧d (6.33)
où Pr est le nombre de Prandtl du mélange, C la capacité calorifique des gouttes
et CP la capacité calorifique du mélange à pression constante. On considère les
fluctuations de vitesse strictement acoustiques et les fluctuations de tempé-
rature isentropiques (dans la chambre, éloigné de la surface d’injection, sans
combustion) :
uˆ =
ia0
kn
⌘ˆnr n Tˆ =     1
 p0
T0⌘ˆn n (6.34)
En négligeant les termes advectifs des équations (6.30) (6.32), on en déduit,
après quelques étapes de calculs, le taux de croissance et le glissement fréquen-
tiel induits par les particules inertes :
↵inert =  1
2

1 + 
 
!2n⌧d
1 + !2⌧2d
1
E2n
ˆ ✓r n
kn
◆2
dV
+(    1) C
CP
!2⌧t
1 + !2⌧2t
◆
(6.35)
 !inert =  1
2

1 + 
 
!3n⌧
3
d
1 + !2⌧2d
1
E2n
ˆ ✓r n
kn
◆2
dV
+(    1) C
CP
!3⌧2t
1 + !2⌧2t
◆
(6.36)
avec  la fraction massique de particules inertes (après combustion).
Des modèles pour le taux de croissance et le glissement fréquentiel associés
aux particules inertes ont été proposés. Les particules inertes constituent éga-
lement une perte acoustique et induisent un glissement fréquentiel. Dans la
sous-section suivante, l’eﬀet de la tuyère est étudié.
6.2.4 Impédance de la tuyère
La tuyère contribue au taux de croissance et au glissement fréquentiel de l’in-
stabilité et est pris en compte par un terme de surface (Eqs. (B.14) et (B.21)) :
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↵t =  ⇢0a
2
0
2E2n
ˆ
St
✓
 nRe(uˆ · n)
⌘ˆn
+
 2nu0 · n
 p0
◆
dS (6.37)
 !t =
⇢0a20
2E2n
ˆ
St
 nIm(uˆ · n)
⌘ˆn
dS (6.38)
où St est la section d’entrée du convergent. On définit l’admittance tuyère At
et le nombre de Mach Mt à la section St :
At =
uˆ · n
a0
p0
pˆ
Mt =
u0 · n
a0
(6.39)
Le taux de croissance et le glissement fréquentiel s’expriment donc :
↵t =   a0
2E2n
(Re(At) +Mt)
ˆ
St
 2ndS (6.40)
 !t =
a0
2E2n
Im(At)
ˆ
St
 2ndS (6.41)
Ces expressions dépendent de l’admittance tuyère At et le nombre de Mach Mt
qui sont donnés ci-dessous. D’après Candel (1990), on sait que le nombre de
Mach dans la tuyère suit l’expression suivante (pour une section cylindrique) :
R2t
R2c
=
1
Mt

2
  + 1
(1 +
    1
2
Mt
2)
   +1
2(  1)
(6.42)
où Rt est le rayon dans la tuyère (au convergent par exemple), Rc le rayon au
col. Connaissant le rayon au col Rc et le rayon d’entrée de la tuyère, qui est
égal au rayon de la chambre Rt = R, on peut en déduire le nombre de Mach
Mt. En dérivant l’équation (6.42) par rapport au nombre de Mach, on obtient
la relation suivante :
1
Rc
dRt
dMt
=
p
Mt
2(1 +   12 Mt
2)
Mt
2   1
Mt
2
✓
2
  + 1
(1 +
    1
2
Mt
2)
◆  +1
4(  1)
(6.43)
Cette expression est utile pour quantifier l’admittance. Pour y parvenir, il faut
tout d’abord linéariser les équations d’Euler avec une équation pour l’entropie.
En supposant l’écoulement isentropique dans la tuyère, on trouve l’équation
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de Riccati à résoudre numériquement pour l’admittance (Plaud (2016), Crocco
and Cheng (1956), Bell et al. (1973)) :
 Mt(1 Mt2)(1 +     1
2
Mt
2)
dAt
dMt
=  2Mt
2(2 + F )A2t +  Mt
2(3   )At   (    1)Mt2   F (6.44)
avec F une fonction complexe :
F = ik
✓
1 +
    1
2
Mt
2
◆3/2✓dRt
dx
◆ 1 dRt
dMt
(6.45)
qui est dépendante de la forme de la tuyère par l’intermédiaire de la dérivée du
rayon de la tuyère par la position x.
Il est commun de trouver une simplification pour la partie réelle de l’admit-
tance (Vuillot and Casalis (2004), Culick and Yang (1992)), pour des tuyères
très courtes :
Re(At) =     1
2
Mt, Im(At) = 0 (6.46)
avec le nombre de Mach à l’entrée de la tuyère Mt = 2LR Mi pour un moteur
cylindrique. Dans ce cas, on trouve :
↵t =   a
4E2n
(  + 1)MtSt,  !t = 0 (6.47)
avec St = ⇡R2. Cette simplification sera utilisée dans le manuscrit mais justi-
fierait d’être validée pour la géométrie de calcul.
Toutes les pertes acoustiques majeures ont été exprimées (injection par la com-
bustion du propergol, particules inertes, impédance tuyère), exceptée le "flow-
turning" qui doit être ajouté.
6.2.5 Rotation de l’écoulement
Cette contribution n’est initialement pas présente dans la dérivation des
pertes acoustiques en 3D (Eq. (6.14)). Culick a développé les pertes acous-
tiques dans une approche 1D et fait ainsi apparaitre le terme de rotation de
l’écoulement (Vuillot and Casalis (2004), Culick and Yang (1992)). Ce terme
permet de prendre en compte les eﬀets de rotation de l’écoulement moyen. On
trouve alors que la rotation de l’écoulement modifie le taux de croissance et
n’induit pas de glissement fréquentiel :
↵FT =
a0
2k2nE
2
n
ˆ
Mi(r n)2dV,  !FT = 0 (6.48)
Dans l’ensemble de ces expressions des pertes acoustiques, la traînée des
particules dans le gaz a été négligée.
Part III - Analyse linéaire de stabilité 109
6.3 Comparaison avec la simulation de référence
Les travaux de Gallier et al. (2018) repose sur la modélisation proposé par
Culick. Dans cette section, on compare les taux de croissance des pertes acous-
tiques ↵l donnés par la simulation et par la modélisation analytique. On définit
le taux de croissance relatif au pertes acoustiques ↵l comme :
↵l = ↵FT + ↵t + ↵i + ↵inert (6.49)
avec l l’indice pour pertes acoustiques ("losses"), FT pour flow-turning, t pour
tuyère, i pour propergol solide, inert pour particules inertes.
Dans les conditions du calcul de référence instable 120   60 µm (chapitre 4),
on trouve les valeurs suivantes de taux de croissance pour les pertes (à partir
des expressions analytiques, pour une tuyère très courte) :
↵FT =  3.7 s 1, ↵t =  7.6 s 1, ↵i =  0.6 s 1, ↵inert =  0.8 s 1 (6.50)
La perte tuyère ↵t est donc la perte acoustique la plus importante dans nos
calculs. La perte induite par les particules inertes ↵inert est faible. Ce résultat
confirme l’eﬀet négligeable du diamètre résiduel Dr sur les pertes dans nos cal-
culs (chapitre 5).
Le taux de croissance des pertes acoustiques ↵l, donné analytiquement, est de
l’ordre de ↵l =  13 s 1, pour une valeur numérique provenant de la simulation
de ↵l =  14 s 1 (chapitre 4). La précision estimée de l’approche numérique
utilisée pour la mesure du taux de croissance ↵l est de 1 s 1. On peut donc
penser que la modélisation est relativement satisfaisante.
6.4 Hypothèse : pertes acoustiques linéaires
Dans cette section, on souhaite vérifier si on peut supposer les pertes acous-
tiques linéaires dans le domaine des amplitudes rencontrées dans le manuscrit.
Les niveaux des cycles limites rencontrés en simulation sont faibles, de l’ordre
de p1/p0 ⇡ 0.1% (voir chapitre 4). De plus, à la section précédente, on a remar-
qué que le taux de croissance associé à la tuyère ↵t était le plus important parmi
les pertes. Enfin, Javed and Chakraborty (2013) ont montré par simulation que
le taux de croissance associé à la tuyère ↵t était invariant pour des amplitudes
inférieures à p1/p0 ⇡ 15%. En dessous de cette amplitude p1/p0 < 15%, les
pertes par la tuyère peuvent donc être supposées linéaires.
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On supposera alors que l’ensemble des pertes peuvent être supposées linéaires
par rapport à la source thermoacoustique qui est non-linéaire pour des niveaux
de p1/p0 ⇡ 0.1% (voir chapitre 5).
6.5 Conclusion
Dans ce chapitre, la méthode de Culick a été choisie pour modéliser les pertes
acoustiques, dans le domaine linéaire.
Le taux de croissance et le glissement fréquentiel des pertes acoustiques do-
minantes associées à la rotation de l’écoulement, aux pertes par la tuyère, à
la réponse de la combustion du propergol solide et à la présence de particules
inertes sont donnés par :
↵l = ↵FT + ↵t + ↵i + ↵inert < 0  !l =  !t|{z}
⇡0
+ !inert (6.51)
avec l l’indice pour pertes acoustiques ("losses"), FT pour flow-turning, t pour
tuyère, i pour propergol solide, inert pour particules inertes. Parmi les pertes,
seules la tuyère et les particules inertes participent au glissement fréquentiel.
On supposera dans la suite du manuscrit que la tuyère est suﬃsamment courte
pour négliger le glissement fréquentiel induit par la tuyère. Cette hypothèse
justifierait d’être vérifiée.
Pour le calcul de référence instable Di = 120 µm et Dr = 60 µm, on trouve
des valeurs de taux de croissance satisfaisantes par la méthode à la Culick. Ce
résultat est confirmé par Gallier et al. (2018).
Pour en déduire le taux de croissance ↵ et le glissement fréquentiel  ! de l’in-
stabilité, il faut dorénavant proposer une modélisation pour la source (↵ITHAC ,
 !ITHAC) :
↵ = ↵ITHAC + ↵l  ! =  !ITHAC +  !l (6.52)
Les expressions du taux de croissance ↵ITHAC et du glissement fréquentiel
 !ITHAC , associées à la source de combustion des gouttes, sont développées
dans le chapitre suivant (chapitre 7).
Enfin, on supposera dans l’ensemble du manuscrit que les pertes acoustiques
sont strictement linéaires et que les non-linéarités permettant d’atteindre un
cycle limite sont associées à la source thermoacoustique. Le chapitre 9 s’appuie
notamment sur cette hypothèse.
Chapitre 7
Modèle analytique linéaire pour
la réponse de la combustion
Un modèle analytique est développé pour déterminer les fluctuations
locales du taux de dégagement de chaleur produites par le nuage de
gouttes réactives soumis à de petites perturbations acoustiques. Deux
contributions aux fluctuations du taux de dégagement de chaleur sont
identifiées. La première provient des fluctuations du taux d’évaporation
dues à l’écoulement oscillant autour des gouttes. La seconde est asso-
ciée au mouvement de la frontière du nuage réactif, à la fin du proces-
sus de combustion des gouttes. Ce mouvement est dû aux oscillations
du temps de combustion des gouttes. Les deux contributions aux fluc-
tuations du taux de dégagement de chaleur sont situées dans la couche
limite acoustique, proche de la surface débitante du propergol solide. Des
modèles quasi-stationnaires pour la réponse à l’excitation acoustique des
fluctuations du diamètre des gouttes et de vitesse des gouttes sont dé-
veloppés. Avec un modèle de fluctuations de vitesse du gaz intégrant
la couche limite acoustique, on peut finalement obtenir des expressions
pour les fluctuations du taux de dégagement de chaleur dans le volume
du nuage de gouttes et à sa frontière. Les résultats du modèle développé
sont comparés à un modèle antérieur et à des simulations numériques.
Il est montré que le nouveau modèle est plus proche de la simulation
numérique. Les expressions obtenues permettent une meilleure compré-
hension de l’origine des fluctuations du taux de dégagement de chaleur.
Elles peuvent être utilisées pour prévoir la stabilité linéaire d’un moteur
fusée à propergol solide à un coût de calcul réduit.
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7.1 Introduction
Le chapitre précédent propose une modélisation linéaire des pertes acous-
tiques. L’unique source d’instabilité considérée dans ce travail de thèse est le
couplage thermoacoustique. Ce couplage est lié aux fluctuations de pression et
aux fluctuations du taux de dégagement de chaleur.
Les oscillations de pression dans le moteur peuvent être supposées acous-
tiques. La structure du champ acoustique correspond à celle d’un tube fermé-
fermé. Pour modéliser le couplage qui constitue la source thermoacoustique, il
reste à proposer une modélisation pour les fluctuations du taux de dégagement
de chaleur. Ces fluctuations proviennent de la réponse des gouttes réactives à
l’oscillation acoustique dans le moteur.
Ce chapitre est donc consacré à la modélisation des fluctuations du taux de
dégagement de chaleur. Une simulation de référence est d’abord décrite dans un
premier temps. Dans un second temps, un modèle provenant de l’état de l’art et
les résultats de cette simulation sont comparés. Des améliorations sont ensuite
proposées. Les résultats de ce nouveau modèle sont comparés à la simulation de
référence. Ce nouveau modèle pour les fluctuations du taux de dégagement de
chaleur peut être utilisé pour déterminer le taux de croissance de l’instabilité
en régime linéaire.
7.2 Calcul de référence stable
Dans cette section, le calcul de référence utilisé pour valider les modèles
analytiques est décrit. Cette simulation est stable et forcée acoustiquement pour
étudier une réponse linéaire de la combustion. L’ensemble de la modélisation
utilisée est rappelée dans un premier temps. Les résultats de la simulation sont
ensuite décrits.
7.2.1 Equations de conservation
Une seule classe de gouttes sphériques, brûlant individuellement, est considé-
rée. Les simulations sont eﬀectuées en résolvant les équations de Navier-Stokes
compressibles avec la loi des gaz parfaits pour un écoulement diphasique modé-
lisé par une méthode eulérienne-eulérienne. Cela donne le système d’équations
de conservation suivant (Marble (1963)) :
@
@t
✓
Wg
Wp
◆
+r ·
✓
Fg
Fp
◆
=
✓
Sg
Sp
◆
(7.1)
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où Wg et Wp désignent les vecteurs de variable conservative pour la phase
gazeuse et la phase particulaire respectivement :
Wg =
0@ ⇢g⇢gu
⇢gEg
1A , Wp =
0BB@
⇢p↵p
⇢p↵pup
⇢p↵pEp
Np
1CCA (7.2)
Les vecteurs flux de masse, de quantité de mouvement et d’énergie Fg et Fp
pour chaque phase sont les suivants :
Fg =
0@ ⇢gu⇢gu⌦ u P
⇢guEg  P · u
1A , Fp =
0BB@
⇢p↵pup
⇢p↵pup ⌦ up
⇢p↵pupEp
upNp
1CCA (7.3)
Les vecteurs termes source de masse, de quantité de mouvement et d’énergie
Sg et Sp sont :
Sg =
0@ Npm˙Npm˙up   Fd
Npm˙(Ep + Lv + Hr) Qv   Fd · up
1A , Sp = ✓ Sg0
◆
(7.4)
Dans ces expression, ⌦ est le produit tensoriel, ⇢g la masse volumique du gaz,
⇢p la masse volumique des gouttes supposée constante, u la vitesse du gaz,
up la vitesse de gouttes, Eg l’énergie totale du gaz, Ep l’énergie totale des
particules, Np le nombre de particules par unité de volume (la coalescence et la
fragmentation ne sont pas prises en compte), m˙ le débit massique des gouttes
individuelles (par évaporation), Lv la chaleur latente de vaporisation,  Hr
l’enthalpie de réaction, Qv le flux de chaleur convectif transféré des gaz chauds
à la goutte, Fd la force de traînée agissant sur les goutte et P le tenseur des
contraintes d’un fluide newtonien donné par :
P =  pI+ µ
✓
ru+ruT   2
3
(r · u)I
◆
(7.5)
avec p la pression de gaz, µ la viscosité dynamique du gaz et I la matrice
d’identité. Dans ce modèle, les gouttes ont le même diamètre D dans chaque
cellule de calcul donnée par :
D =
✓
6↵p
⇡Np
◆1/3
(7.6)
La modélisation de la combustion des gouttes d’aluminium reste toujours un
problème diﬃcile (chapitre 3). La loi duD2 donne seulement une approximation
114 Chapitre 7 - Modèle analytique linéaire pour la réponse de la
combustion
grossière du taux d’évaporation des gouttes d’aluminium. Une déviation de la
loi du D2 est observée à cause de la formation d’un lobe d’oxyde d’aluminium
sur la goutte (chapitre 3). La loi duD2 est utilisée ici en première approximation
pour obtenir un aperçu de la réponse d’un nuage réactif de gouttes d’aluminium
transportées par un écoulement et soumises à des oscillations acoustiques. Le
taux d’évaporation massique des gouttes m˙D2 est, sous l’hypothèse d’un nombre
de Lewis unitaire, modélisé par :
m˙D2 = ⇡D
µ
Pr
ln(1 + B)Sh (7.7)
où Pr est le nombre de Prandtl, Sh le nombre de Sherwood et B le nombre de
Spalding thermique exprimé par (Lupoglazoﬀ et al. (2002), Gallier and Godfroy
(2009)) :
B =
CP,g(Tg   Tp) + Hr
Lv
(7.8)
avec CP,g la capacité calorifique spécifique du gaz à pression constante, Tg la
température du gaz et Tp la température des gouttes (en combustion). Pour
tenir compte des résidus inertes d’oxyde d’aluminium restant après combustion
(Beckstead (2002), Genot et al. (2017)), la combustion est brusquement éteinte
lorsque le diamètre des gouttes D tombe en dessous d’une valeur critique Dr
(Braconnier et al. (2018), chapitre 3). Les gouttes de taillesDr sont donc inertes
et transportées dans la chambre. Le débit massique d’une goutte est finalement
défini comme suivant :
m˙ = m˙D2H(D  Dr) (7.9)
où H est la fonction Heaviside. Les gouttes avec un diamètre D = Dr modé-
lisent les résidus inertes d’oxyde d’aluminium qui persistent dans l’écoulement
après arrêt de la combustion. Ce modèle n’est valide que pour les résidus inertes
de grande taille. La fonction Heaviside est utilisée ici pour modéliser des dy-
namiques en fin de vie des gouttes assez abruptes (explosions, eﬀets de jets),
comme observées dans certaines expériences (Fabignon et al. (2003), Beckstead
(2002), Li et al. (2018)). Seuls les oxydes de taille importante sont considérés,
la fumée d’oxyde d’aluminium résultant de la combustion n’est pas prise en
compte dans le manuscrit (chapitre 3). Cette modélisation pour le taux d’éva-
poration massique correspond au modèle ASSM du chapitre 3.
Des simulations numériques directes d’une goutte d’aluminium fixe et sphé-
rique en combustion dans un écoulement oscillant ont révélé que la réponse de
la goutte à l’oscillation est contrôlée par la convection (Gallier et al. (2011)).
Cette réponse est bien modélisée par linéarisation de la corrélation de Ranz-
Marshall (Ranz and Marshall (1952), Gallier et al. (2011)). Dans les simulations
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suivantes, le nombre de Sherwood suit donc la corrélation de Ranz-Marshall :
Sh = 2 + 0.6Re1/2p Pr
1/3 (7.10)
où le nombre de Reynolds particulaire est défini comme suivant :
Rep =
⇢g| up|D
µ
avec  up = up   u = (up   u)ex + (vp   v)er (7.11)
avec  up le vecteur vitesse relative des gouttes au gaz. La force de traînée
Fd agissant sur une goutte sphérique et en combustion est modélisée par la
corrélation de Schiller et Naumann (Schiller and Naumann (1933), Gallier and
Godfroy (2009)) :
Fd =  
18µ↵p
 
1 + 0.15Re0.687p
 
D2(1 + B)
 up (7.12)
dans lequel  up est la vitesse relative des gouttes par rapport au gaz.
Le nombre de Biot étant petit, les gouttes d’aluminium sont supposées iso-
thermes lors de leur combustion. La température des gouttes est prise égale à la
température de saturation de l’aluminium Tp = Tsat. Il est également supposé
que tout le flux de chaleur convectif Qv provenant des gaz chauds est utilisé
pour maintenir l’évaporation des gouttes :
Qv = Npm˙Lv (7.13)
Cette approximation simplifie les termes sources Sg et Sp dans l’équation (7.4).
Lorsque le diamètre de la goutte atteint la valeur critique D = Dr, le flux
de chaleur convectif Qv autour des particules inertes d’oxyde d’aluminium est
modélisé comme dans Lupoglazoﬀ et al. (2002) et Gallier and Godfroy (2009).
Dans le cadre de ces hypothèses, le taux de dégagement de chaleur induit par
la combustion de l’aluminium s’écrit :
q˙ = Npm˙
 
 Hr + CV,pTp   CV,gTg +
 u2p
2
!
(7.14)
où CV,p = CP,p indique la capacité thermique spécifique des gouttes et CV,g
représente la capacité thermique spécifique du gaz à volume constant. On dé-
finit également q˙D2 le taux de dégagement de chaleur qui serait produit si la
combustion se poursuivait jusqu’à l’évaporation complète des gouttes d’alumi-
nium. Dans ce cas, le taux d’évaporation massique d’aluminium m˙ défini par
l’équation (7.9) avec l’oxyde d’aluminium est remplacé dans l’équation (7.14)
par m˙D2 donné par Eq. (7.7) :
q˙D2 = Npm˙D2
 
 Hr + CV,pTp   CV,gTg +
 u2p
2
!
(7.15)
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7.2.2 Modélisation physico-numérique
La modélisation numérique est décrite pour l’essentiel au chapitre 4. Les
simulations sont réalisées avec CPS, un code de simulation numérique d’écoule-
ment interne d’ArianeGroup (Durand et al. (2000), annexe A). Les équations de
conservation sont discrétisées et résolues par une approche volume fini adaptée
aux maillages non structurés. Les schémas numériques sont d’ordre 2 en espace
(Monotonic Upwind Scheme for Conservation Laws) et d’ordre 2 en temps (mé-
thode explicite de Runge-Kutta d’ordre 2). Le pas de temps est limité par une
condition de Courant-Friedrichs-Lewy définie à CFL= 0.55.
Les simulations présentées dans ce travail sont réalisées en 2D axisymétrique.
La configuration montrée Fig. 7.1 est un moteur cylindrique, avec une injection
radiale à r = R = 0.593 m. Cette injection massique modélise le gaz et les
gouttes d’aluminium provenant de la combustion du propergol solide. La vi-
tesse de combustion du propergol solide est négligée car la vitesse d’écoulement
et la vitesse du son sont beaucoup plus élevées que la vitesse de combustion. La
géométrie est donc considérée fixe durant le temps de simulation. La chambre
a un rayon R = 0.593 m, une longueur L = 7 m et un axe de symétrie à r = 0.
L’écoulement sort par la tuyère amorcée avec une gorge de rayon Rt = 0.175
m située à xt = 7.3 m du fond avant de la chambre à x = 0. Le fond avant du
moteur correspond à une surface plane.
Le maillage est composé de 360 000 quadrilatères avec environ 600 points dans
la direction longitudinale et 600 points dans la direction radiale. Le maillage
est raﬃné près de la surface de combustion du propergol pour résoudre la
combustion distribuée de l’aluminium. La région où se produit la réaction de
combustion de l’aluminium est indiquée en rouge sur la figure 7.1. Elle corres-
pond à une région mince en proche surface du propergol solide. La plus petite
maille est à la surface du propergol et est d’environ 0.1 mm.
La turbulence n’est pas prise en compte dans ces simulations pour centrer
l’analyse sur le couplage entre l’acoustique et la combustion instationnaire de
gouttes d’aluminium (Apte and Yang (2003), Gallier and Godfroy (2009)) sans
aborder la complexité des interactions avec la turbulence. La convergence du
maillage a été vérifiée et aucune diﬀérence significative n’a été constatée entre
les résultats calculés avec ce maillage et un maillage plus grossier de 172 000
quadrilatères.
Des conditions de non-glissement sont utilisées pour les phases gazeuse et
particulaire aux parois, au fond avant et à la tuyère. La combustion du pro-
pergol solide est modélisée par une condition limite en r = R (entre x = 0 et
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Figure 7.1 – Schéma de moteur à propergol solide. La zone de combustion des
gouttes est mise en évidence par la zone colorée en rouge. Quelques lignes de courant
de l’écoulement stationnaire sont tracés
L) par une injection de gaz brûlés chauds à un débit massique constant avec
un vecteur vitesse perpendiculaire à la surface et pointant vers l’intérieur. Des
gouttes d’aluminium et de gaz sont injectées radialement à la même vitesse
vp,i = vi. Le flux de masse surfacique du mélange gaz-particules libéré par
la combustion du propergol solide est défini par (⇢v)i = 24.6 kg.m 2.s 1. En
considérant uniquement les agglomérats d’aluminium, la fraction massique de
gouttes d’aluminium injectée est fixée à la valeur i = 0.06 (chapitre 4). La
réponse en combustion du propergol solide aux oscillations acoustiques n’est
pas considérée ici pour centrer l’analyse sur les instabilités induites par la com-
bustion de gouttes d’aluminium.
Les gouttes d’aluminium ont un diamètre initial Di = 120 µm correspondant
aux agglomérats d’aluminium et le diamètre du résidu d’oxyde d’aluminium
est fixé à Dr = 50 µm (Genot et al. (2017), Salita (1988)). Des gouttes d’alu-
minium sont injectées à partir de la surface du propergol solide à la tempéra-
ture de saturation Tp,i = Tsat = 2791 K. Le gaz injecté est à la température
Tg,i = 3440 K. La capacité thermique spécifique à pression constante de la
phase gazeuse est fixée à CP,g = 1997 J.kg 1K 1 et à CP,p = 1177 J.kg 1K 1
pour les gouttes d’aluminium. Le rapport de capacité thermique spécifique du
gaz est   = CP,g/CV,g = 1.16. La chaleur latente de vaporisation des gouttes
d’aluminium est Lv = 10.8⇥106 J.kg 1 et l’enthalpie de réaction, après vapori-
sation, est de  Hr = 9.53⇥106 J.kg 1. Les propriétés des gouttes d’aluminium
et du gaz utilisées dans ces simulations sont résumées dans la Table 7.1.
7.2.3 Résultats de simulation
La configuration étudiée est thermoacoustiquement stable, ce qui signifie
que des oscillations auto-entretenues ne se développent pas dans le MPS. Une
excitation acoustique est donc imposée au fond avant à x = 0 avec une oscil-
lation de pression d’amplitude ⌘ˆ = 4200 Pa bloquée sur le premier mode de
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Table 7.1 – Propriétés des gouttes d’aluminium et du gaz dans le MPS
µ 9.1⇥ 10 5 kg.m 1.s 1 Pr 0.4
Di 120 µm Dr 50 µm
(⇢v)i 24.6 kg.m 2.s 1  Hr 9.53⇥ 106 J.kg 1
i 6% Lv 10.8⇥ 106 J.kg 1
Tg,i 3440 K Tsat 2791 K
CP,g 1997 J.kg 1.K 1 CP,p 1177 J.kg 1.K 1
  1.16 ⇢p 2000 kg.m 3
⌘ˆ 4200 Pa f 70.45 Hz
l’instabilité à la fréquence f = 70.45 Hz. Cette fréquence est légèrement diﬀé-
rente du premier mode acoustique pur, elle a été choisie égale à celle du cycle
limite du cas de calcul instable D 2 [120; 60] µm (chapitre 4), afin d’intégrer les
eﬀets de glissement fréquentiel des gains et des pertes acoustiques. 1 Le champ
acoustique résultant est une onde stationnaire dans le MPS avec des conditions
limites acoustiques fermée-fermée aux deux extrémités. Il a été vérifié que le ni-
veau de forçage ⌘ˆ/p0 = 4. 10 4 est suﬃsamment petit par rapport à la pression
moyenne p0 ' 100 bar pour obtenir des fluctuations linéaires de la pression et
du taux de dégagement de chaleur. Le niveau d’oscillation choisi pour exciter le
système correspond à la moitié de l’amplitude de pression acoustique observée
au cycle limite du cas instable étudié au chapitre 4.
La réponse du taux de dégagement de chaleur dû à la combustion de l’alu-
minium est illustrée à la figure 7.2 à quatre instants répartis régulièrement
dans un cycle de forçage. Le temps entre chaque instant est T/4 ⇡ 3.5⇥ 10 3
s, avec T = 1/f la période acoustique. Les axes sont étirés dans la direction
radiale sur cette figure. Le cadre de vue est zoomé sur la zone de combustion
en aluminium indiquée en rouge sur la figure 7.1. Les gouttes d’aluminium sont
injectées à r/R = 1 et quelques lignes de gouttes sont montrées dans la Fig. 7.2
par des flèches bleues. Elles illustrent que les gouttes traversent la zone de com-
bustion avec une trajectoire quasi-radiale. La régression en diamètre de goutte
le long d’une ligne de courant est aussi indiquée.
1. Les cas de calcul D 2 [120; 60] µm et D 2 [120; 50] µm sont jugés assez proches. En
eﬀet, bien que le cas D 2 [120; 60] µm soit instable, il est en limite de stabilité. On peut donc
penser que les sources et pertes acoustiques sont proches et en particulier que les glissements
fréquentiels induits sont équivalents. Le cas D 2 [120; 50] µm permet d’étudier la dynamique
de combustion dans un cas stable pulsée à la fréquence excitée qui soit représentative de
la source qui entraîne une instabilité (comme dans le cas D 2 [120; 60] µm). On peut alors
imposer une amplitude permettant d’observer une réponse linéaire de la combustion (au cycle
limite, la combustion a un comportement non-linéaire).
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Figure 7.2 – Taux de dégagement de chaleur q˙ induit par la combustion de l’alumi-
nium à quatre instants dans le cycle de f = 70.45 Hz. Les flèches bleues correspondent
à des lignes de courant de la phase particulaire. Les diamètres D de gouttes sont indi-
qués le long d’une ligne de courant
La figure 7.2 révèle les fluctuations longitudinales du taux de dégagement de
chaleur q˙ dans tout le volume de combustion. Cette contribution est associée
aux perturbations de la combustion individuelle des gouttes d’aluminium dues
aux fluctuations de vitesse acoustique longitudinale imposées à l’écoulement,
selon Gallier et al. (2011) et Gallier and Godfroy (2009).
La seconde caractéristique remarquable de la Fig. 7.2 est un mouvement de
battement de frontière du volume de combustion correspondant à la région où
le diamètre des gouttes en aluminium a atteint sa valeur critique D = Dr sépa-
rant la zone de combustion où D > Dr de la zone remplie de particules inertes
d’oxyde d’aluminium de diamètre Dr. Ce mouvement se déroule essentiellement
dans le sens radial tandis que le mode acoustique est contrôlé par une oscillation
longitudinale. Il a été démontré que ce mouvement provient des oscillations de
temps de vie des gouttes (Genot et al. (2019), annexe C).
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(a) ⌘ˆ = 0, sans forçage acoustique (b) ⌘ˆ = 4200 Pa, simulation forcée
Figure 7.3 – Distribution du taux de dégagement de chaleur dû à la combustion
de l’aluminium. (a) : q˙⌘ˆ=0 sans forçage acoustique. (b) : q˙0 moyenne sur le cycle de
forçage acoustique
La figure 7.3(a) montre la distribution du taux de dégagement de chaleur
q˙⌘ˆ=0 sans forçage acoustique (⌘ˆ = 0). Cette distribution est comparée à celle
de la Fig. 7.3(b) correspondant au taux de dégagement de chaleur calculé sur
le cycle de forçage q˙0 = 1T
´
T q˙dt, où T = 1/f est la période de forçage acous-
tique. La fréquence de forçage est f = 70.45 Hz et l’amplitude de fluctuations
de pression est fixée à ⌘ˆ = 4200 Pa au fond avant du MPS. Loin de la frontière
de la zone de combustion, la distribution du taux de dégagement de chaleur
est la même dans les deux images. Les diﬀérences sont observées près de la
zone de fin de combustion, où la frontière est en mouvement dans la Fig. 7.2.
Ceci correspond à la zone bleue de la Fig. 7.3(b). Le taux de dégagement de
chaleur répond non-linéairement au battement de frontière, malgré de faibles
amplitudes. Ces eﬀets non-linéaires doivent être donc être pris en compte dans
la modélisations des fluctuations du taux de dégagement de chaleur.
Tous les résultats suivants correspondent à la simulation forcée avec ⌘ˆ = 4200
Pa et f = 70.45 Hz. Pour illustrer la réponse de la combustion de l’aluminium
aux oscillations acoustiques, la Fig. 7.4(a) montre le module | ˆ˙q| des fluctuations
du taux de dégagement de chaleur 2 qui en résulte dans le MPS. Comme dans
la Fig. 7.2, des fluctuations relativement faibles du taux de dégagement de cha-
leur dégagée | ˆ˙q| peuvent être identifiées en bleu dans le volume de combustion
de la Fig. 7.4(a). Cette contribution est désignée comme contribution volume.
Des niveaux plus élevés de fluctuations du taux de dégagement de chaleur sont
2. On rappelle que ·ˆ signifie les fluctuations dans l’espace de Fourier. L’indice 1 définit les
fluctuations dans l’espace temporel.
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observés à la frontière du volume de combustion. Le mouvement de cette fron-
tière entraîne d’importantes fluctuations du taux de dégagement de chaleur,
désignées dans ce manuscrit comme contribution de frontière.
La production d’oscillations de pression dans une instabilité thermoacoustique
est due au couplage entre les fluctuations de pression et du taux de dégagement
de chaleur, associées ici à une combustion instationnaire des gouttes d’alumi-
nium. Pour mettre en évidence ce couplage, le terme source local de Rayleigh
S apparaissant dans le bilan d’énergie acoustique est tracé dans la Fig. 7.4(b) :
S =     1
 p0T
ˆ
T
p1q˙1dt (7.16)
avec T = 1/f la période acoustique. Les couleurs rouges de cette figure corres-
pondent aux valeurs positives du terme source Rayleigh S et sont associées à des
régions déstabilisantes. Les couleurs bleues correspondent aux valeurs négatives
de S et sont associées aux régions de l’écoulement amortissant les oscillations.
La figure 7.4(b) montre qu’une combustion instationnaire des gouttes au fond
avant déstabilise le système, tandis que la combustion se déroulant près de la
tuyère stabilise le MPS. Des contributions élevées en S sont visibles dans le
volume et dans la région de battement de frontière de la Fig. 7.4(b), indiquant
que les contributions à la fois volume et frontière aux fluctuations du taux
de dégagement de chaleur identifiées dans la Fig. 7.4(a) doivent être prises en
compte dans la production/amortissement de l’oscillation de pression. Pour ce
calcul, par intégration de S, la contribution frontière est d’environ 25% et la
contribution volume de 75% de la source thermoacoustique
´
V SdV , avec V le
volume de la chambre.
7.3 Modèle de réponse linéaire de la combustion de
l’aluminium
En raison de la petite taille des gouttes et des basses fréquences acoustiques
étudiées dans ce travail, la réponse des gouttes aux perturbations acoustiques
est supposée être quasi-stationnaire (Zhu et al. (2001), Zhu et al. (2002), Gallier
et al. (2011), Sujith et al. (2000)). Cette propriété est utilisée dans la suite pour
développer un modèle de combustion instationnaire avec la même approxima-
tion quasi-stationnaire et en linéarisant les équations de base présentées dans
la sous-section 7.2 autour du champ moyen. On notera que Hirschberg (2007)
commente la possibilité d’un délai induit par la mémoire de la couche limite
thermique (pour la grille d’un tube de Rijke), qui n’est pas pris en compte dans
nos modélisations numérique ou analytique pour les gouttes d’aluminium, car
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(a) |ˆ˙q| (b) S
⌘ˆ2
=   1
 p0T ⌘ˆ2
´
T
p1q˙1dt
Figure 7.4 – (a) Module des fluctuations du taux de dégagement de chaleur | ˆ˙q| et
(b) indice de Rayleigh normalisé par l’amplitude de pression au carré S/⌘ˆ2
on suppose des dynamiques quasi-stationnaires.
Comme le système est soumis à un forçage harmonique acoustique à la fré-
quence f , tous les signaux des variables physiques sont supposés être également
harmoniques à la même fréquence. Le signal X est décomposé en X = X0+X1,
où la moyenne est donnée par :
X0 =
1
T
ˆ
T
Xdt (7.17)
avec T = 1/f la période acoustique. L’indice 1 représente l’état perturbé au-
tour de la valeur moyenne désignée par l’indice 0. La transformée de Fourier
correspond à :
Xˆ =
ˆ
T
X exp( i!t)dt, ! = 2⇡f (7.18)
où ·ˆ représente la composante de Fourier de la perturbation et la transformée
de Fourier inverse produit la perturbation :
X1 = Re
⇣
Xˆ exp(i!t)
⌘
(7.19)
Le modèle de Gallier and Godfroy (2009) pour les fluctuations du taux de
dégagement de chaleur est brièvement rappelé et les résultats sont comparés à
la simulation numérique. Des développements analytiques sont ensuite réalisés
pour mieux modéliser la dynamique de gouttes et les perturbations du taux de
dégagement de chaleur qui en résultent en prenant en compte les fluctuations
de diamètre de gouttes et le mouvement de frontière de la zone de combustion.
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7.3.1 Modèle de Gallier et Godfroy
Dans l’annexe A de Gallier and Godfroy (2009), Gallier et Godfroy ont dé-
rivé une expression pour les fluctuations du taux de dégagement de chaleur ˆ˙q
produites par la combustion des gouttes d’aluminium quand elles sont soumises
aux fluctuations acoustiques. Ce modèle est basé sur l’hypothèse que les fluc-
tuations du taux de dégagement de chaleur sont induites par des fluctuations
de flamme de chaque goutte individuelle dans le nuage réactif.
Leur analyse est basée sur les mêmes équations de conservation que dans ce
chapitre. Ils ont tout d’abord démontré que les fluctuations du taux de dé-
gagement de chaleur contribuaient davantage que les eﬀets de traînée ou les
fluctuations de l’énergie cinétique à la production d’oscillations de pression.
Une analyse de perturbation de l’équation (7.14) conduit dans ce cas à :
ˆ˙q =[Npm˙
✓
 Hr + CV,pTsat   CV,gTg,0 + | up|
2
0
2
◆
(7.20)
où les fluctuations de l’enthalpie de réaction sont également négligées. Le taux
de dégagement de chaleur moyen correspondant q˙0 est donné par :
q˙0 = Np,0m˙0
✓
 Hr + CV,pTsat   CV,gTg,0 + | up|
2
0
2
◆
(7.21)
L’expression des fluctuations du taux de dégagement de chaleur sans dimension
s’écrit :
ˆ˙q
q˙0
=
Nˆp
Np,0
+
ˆ˙m
m˙0
(7.22)
Les fluctuations relatives du nombre de gouttes par volume Nˆp/Np,0 sont des
termes du second ordre par rapport aux fluctuations du taux d’évaporation
massique ˆ˙m/m˙0 (Gallier and Godfroy (2009)). En négligeant les fluctuations de
diamètre de goutte Dˆ, les fluctuations de température du gaz Tˆg, les fluctuations
de masse volumique du gaz ⇢ˆg, les fluctuations de vitesses radiales du gaz
vˆ et particulaire vˆp (Gallier and Godfroy (2009), Flandro et al. (2000)), la
linéarisation de m˙ dans Eq. (7.9) donne :
ˆ˙q
q˙0
=
ˆ˙m
m˙0
=
Sh0   2
2Sh0
 up,0
| up|20
(uˆp   uˆ) (7.23)
Dans ce modèle, les fluctuations du taux de dégagement de chaleur ˆ˙q résultent
uniquement, en fluctuations, de la vitesse longitudinale des gouttes uˆp et de la
vitesse longitudinale du gaz uˆ. Les fluctuations de vitesse de gouttes uˆp peuvent
être exprimées en fonction des fluctuations de vitesse de gaz uˆ. La combinaison
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Figure 7.5 – Module des fluctuations de vitesse longitudinale des gouttes |uˆp| à
x/L = 1/4 dans la zone de combustion de l’aluminium. Ligne continue : CFD (simu-
lation numérique). En pointillés-tirets : Eq. (7.28)
de la conservation de la quantité de mouvement avec la conservation en masse de
la phase des gouttes (Eqs. (7.1)-(7.4)) conduit à l’équation de transport suivante
dans la direction longitudinale pour la vitesse de la phase particulaire :
@up
@t
+ up
@up
@x
+ vp
@up
@r
=   up
⌧d
(7.24)
où ⌧d est le temps caractéristique de trainée des gouttes :
⌧d =
1 +B
1 + 0.15Re0.687p
⇢pD2
18µ
(7.25)
Négligeant les fluctuations radiales de vitesse (gaz et particules) vp ' vp,0
(Flandro et al. (2000), Culick (2006)), Eq. (7.24) donne au premier ordre :
@up,1
@t
+ up,1
@up,0
@x
+ up,0
@up,1
@x
+ vp
@up,1
@r
=   up,1
⌧d,0
+
 up,0
⌧2d,0
⌧d,1 (7.26)
En négligeant également les termes d’advection et les fluctuations du temps
caractéristique de traînée dans Eq. (7.26), on obtient :
@up,1
@t
=   up,1
⌧d,0
(7.27)
Dans l’espace de Fourier, Eq. (7.27) donne :
uˆp =
uˆ
1 + i!⌧d,0
(7.28)
Soit l’expression dérivée par Temkin and Dobbins (1966) pour l’étude de la
dispersion et de l’amortissement d’une onde acoustique 1D dans un milieu
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Figure 7.6 – Module de fluctuation du taux de dégagement de chaleur | ˆ˙q| à x/L =
1/4 dans la zone de combustion de l’aluminium. Ligne continue : CFD (simulation
numérique). En pointillés-tirets : Eq. (7.29). En tirets : Eq. (7.23)
diphasique inerte au repos. En substituant Eq. (7.27) dans Eq. (7.23), on obtient
finalement :
ˆ˙q
q˙0
=  Sh0   2
2Sh0
!⌧d,0(i+ !⌧d,0)
1 + !2⌧2d,0
 up,0
| up|20
uˆ (7.29)
Cette fonction de transfert donne les fluctuations du taux de dégagement de
chaleur ˆ˙q en fonction des propriétés d’écoulement moyen et des fluctuations
de vitesse longitudinale du gaz uˆ. Les deux expressions Eq. (7.28) et (7.29)
sont comparées aux simulations numériques illustrées aux Figs. 7.5 et 7.6, au
quart de la chambre du moteur x/L = 1/4 et dans la zone de combustion de
l’aluminium. Pour être cohérent, les propriétés d’écoulement moyen dans les
équations (7.28) et (7.29) sont extraites de la simulation numérique.
Le module des fluctuations de vitesse longitudinale de gouttes |uˆp| est tracé
dans la Fig. 7.5. Le modèle analytique Eq. (7.28), dans lequel uˆ et ⌧d,0 sont
extraits de la simulation, reproduit à peu près le comportement observé dans
la simulation près de la surface du propulseur à r/R ⇠ 1, mais les résultats
s’écartent rapidement lorsque la distance à la surface du propergol augmente.
Cela signifie que le filtre passe-bas Eq. (7.28) ne modélise pas correctement les
fluctuations de vitesse longitudinale de gouttes uˆp dans la zone de combustion
de l’aluminium.
La figure 7.6 montre le module des fluctuations du taux de dégagement de
chaleur | ˆ˙q| résultant de la combustion de l’aluminium. Les résultats numériques
du code CPS sont comparés aux expressions analytiques Eq. (7.29) de Gallier
and Godfroy (2009) et aux prédictions de Eq. (7.23), dans lesquelles les fluctua-
tions de vitesse longitudinale du gaz uˆ sont prises de la simulation numérique.
Dans Eq. (7.29), les fluctuations de vitesse de gouttes uˆp sont modélisées avec
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Eq. (7.28) et dans Eq. (7.23) elles sont extraites des simulations numériques.
Les fluctuations du taux de dégagement de chaleur à la Fig. 7.6 ne sont pas
bien reproduites par aucun des modèles. Modéliser correctement les fluctuations
de vitesses gaz uˆ et particule uˆp améliore les prévisions près de la surface du
propergol, mais le modèle des fluctuations du taux de dégagement de chaleur
Eq. (7.23) ne permet pas de reproduire la tendance correcte sur l’ensemble du
volume de combustion avec des diﬀérences importantes près de la frontière où
la combustion des gouttes s’éteint. Le résultat CFD (de la simulation numé-
rique) des fluctuations de dégagement de chaleur met en évidence un pic élevé
à la Fig. 7.6 près de l’extrémité de la zone de combustion de l’aluminium. Ce
pic résulte du mouvement de la frontière du volume de combustion et n’est
pas reproduit par les modèles analytiques. Il a cependant été démontré que ce
mouvement contribue largement à la source thermoacoustique (chapitre 5).
Dans la section suivante, nous développons un nouveau modèle qui reproduit
mieux les fluctuations du taux de dégagement de chaleur à l’intérieur du volume
de combustion et à la frontière du volume de combustion.
7.3.2 Nouveau modèle des fluctuations du taux de dégagement
de chaleur
Le temps de vie des gouttes d’aluminium est déterminé par la condition sur
le diamètre de goutte D = Dr. Cette condition est utilisée pour éteindre bru-
talement la combustion avec une fonction Heaviside dans l’équation (7.9). Il a
été démontré en annexe C que les oscillations de temps de vie d’une goutte sont
susceptibles d’induire un mouvement rˆc de la frontière du volume de combus-
tion distribué, comme indiqué à la Fig. 7.2. Ce mouvement constitue une source
supplémentaire de fluctuations du taux de dégagement de chaleur et une autre
source thermo-acoustique (Genot et al. (2017), Genot et al. (2019)), comme
illustré à la Fig. 7.4(b).
Les fluctuations du taux de dégagement de chaleur observées à la frontière de
la zone de combustion et correspondant au fort pic de la Fig. 7.6 proviennent
des fluctuations de la fonction de Heaviside et du diamètre des gouttes (Genot
et al. (2019)). Dans les équations (7.9) et (7.14), négliger les fluctuations du
diamètre des gouttes supprime l’impact de la fonction Heaviside et la source des
fluctuations du taux de dégagement de chaleur dues aux oscillations de temps
de vie des gouttes.
Considérant une réponse linéaire du taux de dégagement de chaleur, les fluc-
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tuations sont décomposées en tant que somme d’une contribution volume (v.c.)
et d’une contribution frontière (b.c.). En utilisant cette décomposition dans
Eq. (7.9), on obtient :
ˆ˙q = ˆ˙qv.c. + ˆ˙qb.c. = ˆ˙qD2 (H(D  Dr))0 + q˙D2,0 \H(D  Dr) (7.30)
7.3.2.1 Contribution de la frontière
La contribution frontière peut être exprimée dans l’espace de Fourier par 3
(annexe C) :
ˆ˙qb.c. =  q˙D2,0 2⇡
 
1 
✓
r   rc,0
|rˆc|
◆2!1/2 rˆc
|rˆc| (7.31)
où r est la position radiale et rˆc la composante de Fourier de la perturbation
radiale autour de la position moyenne rc,0 de la frontière de la zone de com-
bustion. Ce modèle est limité aux trajectoires radiales de gouttes de carburant,
ce qui est une approximation raisonnable en raison de la faible épaisseur du
volume de combustion (voir Fig. 7.2).
Cette contribution résulte des non-linéarités locales du taux de dégagement
de chaleur à la fin du processus de combustion. La position frontière moyenne
rc,0 est donnée par (annexe C) :
rc,0 = R+
2
D2i  D2r
ˆ Dr
Di
tc,0vpD0dD (7.32)
avec tc,0 le temps de vie moyenne d’une goutte :
tc,0 =
⇢pPr(D2i  D2r)
4µ ln(1 + B)Sh
(7.33)
Le mouvement de la frontière du volume de combustion est lié aux fluctuations
de diamètre de gouttes, par l’intermédiaire d’oscillations du temps de vie, et au
champ moyen (annexe C) :
rˆc =
2tc,0vpD0
D2i  D2r
Dˆ (7.34)
Les fluctuations de diamètre sont exprimées dans la sous-section 7.3.2.2 et
elles sont linéaires, donc dépendantes linéairement de l’enveloppe de l’amplitude
de pression ⌘ˆ.
3. Le modèle de contribution frontière est la transformée de Fourier d’une fonction Hea-
viside qui bat symétriquement autour de la position moyenne rc,0 avec une période égale à
la période acoustique.
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Figure 7.7 – Module des fluctuations du taux de dégagement de chaleur induites
par la contribution frontière pour les niveaux de fluctuations de pression suivants :
⌘ˆ = 103, 5. 103 et 104 Pa. La position moyenne de la frontière est rc,0
La figure 7.7 illustre le comportement du modèle analytique ci-dessus pour
diﬀérentes amplitudes de forçage acoustique, dans un cas simplifié à un quart
du tube (voir annexe C). On observe d’abord que le maximum en terme de
fluctuations se trouve à la position moyenne r = rc,0 est invariant quelle que soit
l’enveloppe de l’amplitude ⌘ˆ. Seule la quantité q˙D2,0 peut influencer le niveau
des fluctuations du taux de dégagement de chaleur. La quantité q˙D2,0 représente
le taux de dégagement de chaleur avant extinction de la flamme. La contribution
frontière est donc directement dépendante du taux de dégagement de chaleur
avant extinction 4. On trouve également dans la figure 7.7 une symétrie axiale
à la position r = rc,0, conforme avec l’hypothèse faite pour le développement
analytique, et l’amplitude de la zone battement semble croître linéairement
avec ⌘ˆ ce qui est également en accord avec le modèle linéaire du battement de
frontière Eq. (7.34).
7.3.2.2 Contribution volume
Les fluctuations de diamètre de gouttes entraînent des oscillations du temps
de vie des gouttes, mais modifient également la dynamique du taux de déga-
gement de chaleur dans le volume de combustion. La linéarisation de l’équa-
tion (7.7) pour le débit massique m˙D2 donne une expression pour la contribution
4. Le taux de dégagement de chaleur avant extinction est très dépendant du diamètre
Dr pour le modèle ASSM. La forte dépendance de la contribution frontière aux fluctuations
du taux de dégagement de chaleur, mise en évidence par le modèle analytique, conforte les
analyses du chapitre 5.
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volume aux fluctuations du taux de dégagement de chaleur :
ˆ˙qv.c = q˙0
 
Sh0   2
2Sh0
 up,0
| up|20
(uˆp   uˆ) +
✓
1 +
Sh0   2
2Sh0
◆
Dˆ
D0
!
(7.35)
Cette expression est une extension de l’équation (7.23) en considérant que
l’écoulement fluctuant modifie non seulement la vitesse de la goutte mais éga-
lement son diamètre.
7.3.2.3 Somme linéaire des deux contributions
En sommant les contributions volume et frontière des fluctuations du taux
de dégagement de chaleur, on obtient :
ˆ˙q
q˙0
=
Sh0   2
2Sh0
 up,0
| up|20
(uˆp   uˆ) +
✓
1 +
Sh0   2
2Sh0
◆
Dˆ
D0
  q˙D2,0
q˙0
2
⇡
 
1 
✓
r   rc,0
|rˆc|
◆2!1/2 rˆc
|rˆc| (7.36)
Les fluctuations du taux de dégagement de chaleur ˆ˙q dépendent désormais des
propriétés du champ moyen et des fluctuations de vitesse de gouttes uˆp, de vi-
tesse du gaz uˆ et de diamètre de gouttes Dˆ. Pour fermer le modèle Eq. (7.36), il
est nécessaire d’exprimer les fluctuations de diamètre Dˆ et de vitesse de gouttes
uˆp en fonction des propriétés du champ moyen et des fluctuations de vitesse du
gaz uˆ.
Les équations de transport qui régissent les fluctuations de diamètre D1 et
de vitesse longitudinale de gouttes up,1 sont définies en suivant. Dans la sous-
section 7.3.1, tous les termes d’advection dans Eq. (7.26) ont été négligés.
Cependant, la combustion de l’aluminium ayant lieu dans la couche limite
acoustique (Fig. 6.4), les gradients radiaux de fluctuations de vitesse de goutte
@up,1/@r et de vitesse du gaz @u1/@r ne peuvent être négligés. Ceci conduit à
une nouvelle équation de transport pour les fluctuations de vitesse des gouttes,
simplifiant l’équation (7.26) en retenant le terme d’advection radiale et les fluc-
tuations du temps caractéristique de traînée ⌧d,1 :
@up,1
@t
+ vp
@up,1
@r
=   up,1
⌧d,0
+
 up,0
⌧2d,0
⌧d,1 (7.37)
Une linéarisation de ⌧d donnée par Eq. (7.25) donne :
⌧d,1
⌧d,0
= (2  CRe)D1
D0
  CRe  up,0| up,0|20
(up,1   u1) (7.38)
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CRe dépend du nombre de Reynolds moyen des particules Rep,0 (Eq. (7.11)) :
CRe =
0.10305Rep,0
1 + 0.15Rep,0
(7.39)
En combinant les équations de transport Eqs. (7.1)–(7.4) pour la masse de la
phase particulaire ↵p⇢p et pour le nombre Np de particules par unité de volume
avec la définition du diamètre particulaire D donné par l’équation (7.6), on ob-
tient une équation de transport pour le diamètre de goutte dans un formalisme
eulérien :
@D
@t
+ up ·rD =  2µ ln(1 + B)Sh
Pr⇢pD
(7.40)
Cette équation est équivalente à la loi du D2, en formalisme eulérien.
En supposant que (i) l’épaisseur de la zone de combustion reste faible avec
des trajectoires de gouttes quasi-1D comme illustré à la Fig. 7.2, (ii) le taux
d’injection de gouttes à la surface du propergol est uniforme dans la direction
longitudinale et (iii) le mode acoustique excité est le premier mode acoustique
longitudinal du moteur, c’est-à-dire que la fréquence est suﬃsamment basse
pour valider l’hypothèse de quasi-stationnarité et la dérivée longitudinale des
fluctuations est négligeable devant les autres termes :
@D1
@t
+ vp
@D1
@r
=  2µ ln(1 + B0)Sh0
Pr⇢pD0
✓
Sh
D
◆
1
(7.41)
avec :✓
Sh
D
◆
1
=
Sh0   2
2Sh0
 up,0(up,1   u1)
| up|20
  Sh0 + 2
2Sh0
D1
D0
(7.42)
Les hypothèses (i) à (iv) sont réalistes dans de nombreux moteurs à propergol
solide. Dans l’espace de Fourier, Eq. (7.37) donne une équation diﬀérentielle de
premier ordre, en r, pour uˆp :
@uˆp
@r
+
uˆp
vp⌧d,0
 
i!⌧d,0 + 1 + CRe
 u2p,0
| up|20
!
=
uˆ
vp⌧d,0
 
1 + CRe
 u2p,0
| up|20
!
+
Dˆ up,0
D0vp⌧d,0
(2   CRe) (7.43)
Cette équation dépend des fluctuations de diamètre de gouttes Dˆ qui sont la
solution de la transformée de Fourier de Eq. (7.41) :
@Dˆ
@r
+ Dˆ
✓
i!
vp
  µ ln(1 + B)(Sh0 + 2)
vpPr⇢pD20
◆
=   µ ln(1 + B)(Sh0   2)
vpPr⇢pD0| up|20/ up,0
(uˆp   uˆ) (7.44)
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(a) x/L = 1/4 (b) x/L = 3/4
Figure 7.8 – Comparaison entre les modules des diﬀérents termes T1, T2, T3 et T4
de Eq. (7.45), à x/L = 1/4 et x/L = 3/4 dans la zone de combustion
Les expressions (7.43) et (7.44) constituent un système de deux équations
diﬀérentielles ordinaires couplées pour les fluctuations de vitesse uˆp et de dia-
mètre Dˆ de gouttes. Il n’existe pas de solution analytique simple de ce système.
Il peut être résolu numériquement ou simplifié davantage pour tenter de trou-
ver des solutions analytiques. La première stratégie présente l’avantage d’être
la plus robuste et la plus précise. On peut espérer qu’elle soit valable quelles
que soient les tailles de diamètre. La seconde stratégie peut permettre de pour-
suivre l’analyse, mais peut être limitante de part l’hypothèse simplificatrice.
C’est cette dernière qui sera adoptée pour ce chapitre.
Pour ce faire, un terme du système d’équation (7.43) et (7.44) doit être
supprimé. L’équation la plus appropriée à réduire est Eq. (7.43) :
@uˆp
@r|{z}
T1
+
uˆp
vp⌧d,0
 
i!⌧d,0 + 1 + CRe
 u2p,0
| up|20
!
| {z }
T2
=
uˆ
vp⌧d,0
 
1 + CRe
 u2p,0
| up|20
!
| {z }
T3
+
Dˆ
D0
 up,0
vp⌧d,0
(2  CRe)| {z }
T4
(7.45)
où T1, T2, T3 et T4 désignent les quatre termes de l’équation Eq. (7.45).
Le module de ces termes, calculé par simulation numérique, est représenté
par la figure 7.8 dans la zone de combustion, à x/L = 1/4 et x/L = 3/4, où le
couplage thermoacoustique est le plus élevé (Fig. 7.4(b)). La figure 7.8 montre
que le terme d’advection T1 ne peut pas être négligé comme attendu et que T4
associé aux fluctuations du diamètre de gouttes est plus petit que les autres
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termes. Négliger T4 conduit à une solution analytique du système diﬀérentiel
ordinaire Eqs. (7.43) et (7.44). Dans ce cas, l’équation (7.43) est réduite à :
@uˆp
@r
+
uˆp
vp⌧d,0
 
i!⌧d,0 + 1 + CRe
 u2p,0
| up|20
!
=
uˆ
vp⌧d,0
 
1 + CRe
 u2p,0
| up|20
!
(7.46)
Cette expression ne dépend pas de Dˆ. Il convient à ce stade de rappeler que les
fluctuations de vitesse radiale, de masse volumique et de température ont été
négligées. Le débit massique injecté à la surface du propergol solide r/R = 1
est maintenu constant et les fluctuations de vitesse longitudinale sont nulles
uˆ(r = R) = 0 à cette condition limite. En conséquence, les fluctuations de
vitesse et de diamètre de gouttes au niveau de la condition limite d’injection
sont donc également égales à zéro : uˆp(r = R) = 0, Dˆ(r = R) = 0. La solution
de l’équation (7.46) pour uˆp(r = R) = 0 est la suivante :
uˆp =
ˆ r
R
uˆ
vp⌧d,0
 
1 + CRe
 u2p,0
| up|20
!
⇥ exp
 ˆ r0
r
 
i!⌧d,0 + 1 + CRe
 u2p,0
| up|20
!
dr00
vp⌧d,0
!
dr0 (7.47)
Les fluctuations de vitesse particulaire uˆp sont linéaires et dépendent de la
structure de la couche limite acoustique et de l’histoire des gouttes de carburant
lors de leur transport, de l’injection à la position radiale courante r. L’équa-
tion (7.44) peut maintenant être résolue en remplaçant la solution Eq. (7.47)
avec Dˆ(r = R) = 0 :
Dˆ =  
ˆ r
R
(uˆp   uˆ)µ ln(1 + B)(Sh0   2)
vpPr⇢pD0| up|20/ up,0
⇥ exp
 ˆ r0
r
✓
i!
vp
  µ ln(1 + B)(Sh0 + 2)
vpPr⇢pD20
◆
dr00
!
dr0 (7.48)
Les expressions Eq. (7.47) pour les fluctuations de vitesse de gouttes uˆp et
Eq. (7.48) pour les fluctuations de diamètre de gouttes Dˆ peuvent maintenant
être comparées aux résultats de la simulation numérique. Le champ moyen et
les fluctuations de vitesse du gaz uˆ sont à nouveau extraits des simulations pour
évaluer les équations (7.47) et (7.48).
Le module et la phase des fluctuations de vitesse de goutte uˆp calculés avec
l’équation (7.47), avec l’équation (7.28) de modèle de Gallier et Godfroy et à
partir de la simulation sont comparés à la Fig. 7.9 dans la zone de combustion de
l’aluminium au quart de la chambre x/L = 1/4. Sur toutes les figures suivantes,
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(a) Module (b) Phase
Figure 7.9 – Fluctuations de vitesse de gouttes uˆp dans la zone de combustion de
l’aluminium à x/L = 1/4. Ligne continue : CFD (simulation numérique). En tirets :
Eq. (7.47). En pointillés-tirets : Eq. (7.29)
la phase est exprimée par rapport à la pression acoustique. Le nouveau modèle
Eq. (7.47) correspond mieux aux résultats numériques que Eq. (7.28), justifiant
de prendre en compte le terme d’advection, en raison de la présence de la couche
limite acoustique, et les fluctuations du temps caractéristique de la traînée dans
Eq. (7.46). Une légère diﬀérence est observée entre ce nouveau modèle et les
résultats de simulation en fin de zone de combustion (0.96  r/R  0.98) car
le terme T4 dans l’équation Eq. (7.45) qui correspond au terme de fluctuations
de diamètre de gouttes a été négligées dans le modèle de fluctuations de vitesse
de gouttes. Le modèle Eq. (7.47) pour uˆp donne également une bonne corres-
pondance avec les résultats de simulation aux autres positions axiales dans la
chambre du MPS.
L’équation (7.48) donne un modèle pour les fluctuations de diamètre de gouttes
Dˆ dans un écoulement forcé acoustiquement. Il convient de rappeler que les
fluctuations de diamètre Eq. (7.48) dépendent des fluctuations de vitesse des
gouttes uˆp (Eq. (7.47)). L’équation (7.48), modèle des fluctuations de diamètre
Dˆ, est comparée aux résultats de simulation de la Fig. 7.10 pour le module et la
phase au quart du tube x/L = 1/4 dans la zone de combustion de l’aluminium.
On rappelle que la phase est exprimée par rapport à la pression acoustique. Le
modèle donne des résultats très proches de la simulation dans tout le volume de
la zone de combustion, même en fin de processus de combustion. Cela prouve
le faible impact de l’hypothèse T4 dans Eq. (7.45) pour cette simulation. Près
de l’injection pour 0.995  r/R  1, la phase modélisée présente des écarts à la
simulation numérique, certainement parce que les fluctuations de vitesse radiale
ont été négligées vp = vp,0 dans Eq. (7.48). Cependant, comme le module de
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(a) Module (b) Phase
Figure 7.10 – Fluctuations de diamètre de gouttes Dˆ dans la zone de combustion de
l’aluminium à x/L = 1/4. Ligne continue : CFD (simulation numérique). En tirets :
Eq. (7.48)
diamètre |Dˆ| est proche de zéro dans cette région, cet écart ne modifie pas le
résultat. Il a été vérifié que le modèle Eq. (7.48) donne des résultats similaires
à d’autres positions axiales dans le MPS.
La nouvelle expression pour les fluctuations du taux de dégagement de cha-
leur ˆ˙q est rappelée ici :
ˆ˙q
q˙0
=
Sh0   2
2Sh0
 up,0
| up|20
(uˆp   uˆ) +
✓
1 +
Sh0   2
2Sh0
◆
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  q˙D2,0
q˙0
2
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1 
✓
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|rˆc|
◆2!1/2 rˆc
|rˆc| (7.49)
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(a) Module (b) Phase
Figure 7.11 – Fluctuations du taux de dégagement de chaleur ˆ˙q dans la zone de com-
bustion de l’aluminium à x/L = 1/4. Ligne continue : CFD (simulation numérique).
En tirets : Eq. (7.49). En pointillés-tirets : Eq. (7.29)
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Ce modèle définit les fluctuations du taux de dégagement de chaleur ˆ˙q du nuage
réactif de gouttes d’aluminium comme une fonction du champ moyen et des fluc-
tuations longitudinales de vitesse du gaz uˆ. Pour comparer ce modèle aux fluc-
tuations du taux de dégagement de chaleur calculées par le solveur numérique,
le champ moyen et les fluctuations de vitesse sont extraites de la simulation.
Les figures 7.11 et 7.12 comparent les modules et phases des fluctuations du
taux de dégagement de chaleur données par le nouveau modèle, par le modèle de
Gallier and Godfroy (2009) et par la simulation aux deux positions x/L = 1/4
et x/L = 3/4 dans la zone de combustion de l’aluminium. Ces positions cor-
respondent aux extrémaux du terme source S local de Rayleigh, montré en
figure 7.4(b).
Le nouveau modèle est très proche des résultats de la simulation aux deux
positions axiales et apporte une nette amélioration par rapport au modèle de
Gallier and Godfroy (2009) (Figs. 7.11 et 7.12). Dans le volume de combus-
tion, aucune diﬀérence significative ne peut être observée permettant de valider
l’hypothèse faite sur T4 dans l’équation (7.45) et l’expression dérivée pour mo-
déliser la contribution volume ˆ˙qv.c. aux fluctuations du taux de dégagement de
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(a) Module (b) Phase
Figure 7.12 – Fluctuations du taux de dégagement de chaleur ˆ˙q dans la zone de com-
bustion de l’aluminium à x/L = 3/4. Ligne continue : CFD (simulation numérique).
En tirets : Eq. (7.49). En pointillés-tirets : Eq. (7.29)
chaleur. Le mouvement de battement de frontière rˆc est également bien repro-
duit. Le module et la phase du taux de dégagement de chaleur sont aussi très
proches des résultats numériques dans cette région. Les fluctuations du taux de
dégagement de chaleur dans la zone de battement dépendent essentiellement de
ˆ˙qb.c., qui sont directement liées au module du mouvement de battement |rˆc| et à
l’amplitude de pression ⌘ˆ (sous-sous-section 7.3.2.1, annexe C). Dans l’expres-
sion de ˆ˙qb.c., le mouvement de battement a été supposé symétrique par rapport
à sa position moyenne et des comparaisons avec des simulations permettent de
valider cette hypothèse dans le régime linéaire.
L’accord entre le nouveau modèle et la simulation a été vérifié à d’autres posi-
tions axiales dans le moteur. Les légères diﬀérences qui peuvent être observées
entre le modèle et les résultats de simulation dans les figures 7.11 et 7.12 sont
dues aux diﬀérentes approximations faites en négligeant T4 et en supposant que
vˆ = 0, vˆp = 0, Tˆg = 0, ⇢ˆg = 0, Nˆp = 0 et @/@x = 0.
7.3.3 Modèle de fluctuations de vitesse longitudinale du gaz
dans la zone de combustion de l’aluminium
Dans la section précédente, les fluctuations du taux de dégagement de cha-
leur ˆ˙q ont été calculées en fonction des propriétés du champ moyen et des
fluctuations de vitesse longitudinale du gaz uˆ. Ces dernières quantités ont été
extraites de la simulation numérique. Pour obtenir un modèle analytique com-
plet pour ˆ˙q qui ne nécessite pas de simulation diphasique réactive, il faut pro-
poser un modèle pour les fluctuations de vitesse longitudinale uˆ dans la zone
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(a) Module (b) Phase
Figure 7.13 – Fluctuations de vitesse longitudinale du gaz uˆ dans la zone de com-
bustion de l’aluminium à x/L = 1/4. Ligne continue : CFD (simulation numérique).
En pointillés-tirets : Eq. (7.53)
de combustion de l’aluminium.
Flandro et al. (2000) ont proposé une expression pour les fluctuations de
vitesse dans la couche limite acoustique d’un écoulement isentropique. Dans ce
modèle, les fluctuations de vitesse sont scindées en une partie acoustique et une
partie rotationnelle :
uˆ = uˆac + uˆrot (7.53)
où la composante acoustique est supposée correspondre au premier mode lon-
gitudinal d’une chambre fermée-fermée :
uˆac =   i⌘ˆ
a0⇢
sin(kx) où k =
!
a0
(7.54)
avec a0 la vitesse du son, ⇢ = ↵p⇢p+ ⇢g la masse volumique du mélange dipha-
sique et ⌘ˆ l’enveloppe d’amplitude de pression. La contribution rotationnelle
dans l’équation (7.53) est donnée par :
uˆrot =   i⌘ˆ
a0⇢

 
r
R
sin(kx sin⇥) exp
✓
 + i
Sr
⇡
ln
✓
tan
⇥
2
◆◆ 
(7.55)
avec   une expression complexe donnée dans Flandro et al. (2000), ⇥ =
⇡
2 (r/R)
2 et   est égal à :
  =
C 
Sr
✓
r
R
sin⇥+ i
⇠R
Srr sin⇥
◆
(7.56)
où R est le rayon de la chambre, Sr le nombre de Strouhal de l’écoulement, ⇠
un paramètre visqueux et C  une constante d’intégration. Ces quantités sont
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(a) Module (b) Phase
Figure 7.14 – Fluctuations du taux de dégagement de chaleur ˆ˙q dans la zone de com-
bustion de l’aluminium à x/L = 1/4. Ligne continue : CFD (simulation numérique).
En tirets : Eq. (7.49) avec uˆ à partir de la simulation numérique. En pointillés-tirets :
Eq. (7.49) avec uˆ donné par Eq. (7.53)
données dans Flandro et al. (2000) :
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2
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 2
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2
(7.57)
avec vi la vitesse d’injection (radiale) du gaz et Rei = (⇢viR)/µ le nombre de
Reynolds injecté, ⇢ la masse volumique du mélange et µ la viscosité dynamique.
Les profils radiaux du module et de la phase des fluctuations de vitesse lon-
gitudinale du gaz uˆ, calculés avec l’équation (7.53) dans la zone de combustion
de l’aluminium à x/L = 1/4, sont représentés à la Fig. 7.13. Les résultats sont
comparés à la simulation numérique. Sur cette figure, la phase est à nouveau
exprimée par rapport à la pression acoustique et le module est normalisé par
les fluctuations de vitesse acoustique uˆac qui sont invariantes dans la direction
radiale. De légères diﬀérences peuvent être observées pour le module des fluc-
tuations de vitesse longitudinale entre ce modèle et les résultats numériques en
raison des déviations de l’écoulement réel par rapport à un écoulement parfaite-
ment isentropique et monophasique, comme supposé dans le modèle analytique.
Pour la phase, la simulation et les résultats du modèle sont très proches. Ces
comparaisons donnent des résultats similaires à toutes les positions axiales dans
le MPS. On peut alors conclure que la contribution entropique associée au taux
de dégagement de chaleur des fluctuations de vitesse uˆ peut être négligée dans
le MPS.
Une dernière comparaison est faite en analysant l’impact de ce modèle sur
les estimations des fluctuations du taux de dégagement de chaleur. Les résul-
Part III - Analyse linéaire de stabilité 139
tats des fluctuations du taux de dégagement de chaleur ˆ˙q donnés par la simu-
lation sont comparés au modèle Eq. (7.49) avec les fluctuations de vitesse uˆ
extraites de la simulation et avec les fluctuations de vitesse uˆ modélisées par
l’équation (7.53) au quart du tube x/L = 1/4, dans la zone de combustion en
aluminium, dans la Fig. 7.14. Dans ce dernier cas, les fluctuations du taux de
dégagement de chaleur sont déduites de la connaissance du champ moyen, de la
fréquence angulaire de forçage ! et de l’amplitude de pression ⌘ˆ. Les résultats
obtenus avec ce modèle entièrement analytique sont très proches des autres ré-
sultats de la Fig. 7.14. Les mêmes observations peuvent être faites à d’autres
positions axiales dans le MPS.
Ces comparaisons indiquent que le modèle analytique développé dans ce travail
prédit bien les fluctuations du taux de dégagement de chaleur ˆ˙q, à condition que
les propriétés du champ moyen et que la structure modale du mode acoustique
soient connues à travers le MPS et que les fluctuations de vitesse et de diamètre
de gouttes soient linéaires. Ce modèle peut à son tour être utilisé pour eﬀectuer
une analyse de stabilité linéaire pour diﬀérentes conditions de fonctionnement
du MPS. La section suivante propose l’expression du taux de croissance et du
glissement fréquentiel induits par les fluctuations de dégagement de chaleur,
dans le domaine linéaire.
7.4 Modèle pour la stabilité linéaire
L’objectif de cette section est d’illustrer comment la combustion de l’alumi-
nium contribue au taux de croissance de l’instabilité et au décalage fréquentiel
dans un MPS. La décomposition suivante est utilisée pour les fluctuations de
pression (Culick and Yang (1992), Culick (2006)) :
p1 = pˆ(x) exp(i!t) avec pˆ =
1X
n=1
⌘ˆn n(x) (7.58)
⌘ˆn est la nième amplitude des fluctuations de pression acoustique et  n est
le nième mode acoustique non perturbé correspondant à la solution de l’équa-
tion de Helmholtz. Dans la simulation, la distribution modale dans le MPS est
proche du mode acoustique non perturbé d’une chambre fermée-fermée acousti-
quement aux deux conditions limites et est invariante dans la direction radiale
(Gallier and Godfroy (2009)). On suppose qu’il n’y a aucun eﬀet rotationnel ou
entropique dans les fluctuations de pression (chapitre 6) :
 n = cos(knx) et kn =
!n
a0
(7.59)
Les modes de pression constituent une base orthogonale. Une analyse de sta-
bilité linéaire donne pour chaque mode le taux de croissance de l’instabilité ↵
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et un décalage fréquentiel  ! à partir de l’état non perturbé (Culick and Yang
(1992), Culick (2006)) :
↵n = ↵n,ITHAC + ↵n,l et  !n =  !n,ITHAC +  !n,l (7.60)
où l’indice ITHAC désigne les sources acoustiques associées à la combustion
instationnaire de l’aluminium et l’indice l représente les autres contributions
qui correspondent principalement à des pertes acoustiques. Les pertes ont été
définies au chapitre 6.
La contribution de la combustion d’aluminium au taux de croissance de l’in-
stabilité est exprimée par :
↵n,ITHAC =
(    1)
E2n
ˆ
V
 nRe
 
ˆ˙q
⌘ˆn
!
dV (7.61)
où Re représente la partie réelle, V le volume de la chambre et E2n l’énergie
acoustique du mode n :
E2n =
ˆ
V
 2ndV (7.62)
Pour le moteur cylindrique étudié dans ce travail, on a dV = rdrd✓dx. Le
décalage fréquentiel correspondant induit par une combustion instationnaire
de l’aluminium est de :
 !n,ITHAC =
(    1)
E2n
ˆ
V
 nIm
 
ˆ˙q
⌘ˆn
!
dV (7.63)
avec Im la partie imaginaire.
Deux contributions aux perturbations de dégagement de chaleur ont été
identifiées dans ce travail : une contribution volume v.c. due à la réponse indi-
viduelle de chaque goutte et une contribution frontière b.c. due aux oscillations
de temps de vie des gouttes. Le taux de croissance et le décalage fréquentiel as-
sociés à chacune de ces contributions peuvent être divisés de la même manière :
↵n,ITHAC = ↵n,v.c + ↵n,b.c et  !n,ITHAC =  !n,v.c +  !n,b.c (7.64)
La contribution volume du taux de croissance et du décalage fréquentiel peut
s’écrire comme suit :
↵n,v.c. =
2(    1)
R2
´ L
0  
2
ndx
ˆ L
0
 n
ˆ R
0
Re
 
ˆ˙qv.c.
⌘ˆn
!
rdrdx (7.65)
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dans lequel ˆ˙qv.c. peut être remplacé par les expressions Eqs. (7.35), (7.48) et (7.47).
Cette opération génère de nouvelles formulations pour ↵n,v.c. et  !n,v.c. qui ne
dépendent que du champ moyen dans le MPS et du mode acoustique. En régime
linéaire, ces expressions ne dépendent pas de l’amplitude de pression.
Pour la contribution frontière, l’expression de ˆ˙qb.c. dépend de l’amplitude du
mouvement de la frontière |rˆc| tel que donné par Eq. (7.31). Autrement dit,
l’expression de ↵n,b.c. est non-linéaire et doit être linéarisée. On peut procéder
comme suit pour linéariser son expression. Le taux de croissance de l’instabilité
est a priori donné par :
↵n,b.c. =
2(    1)
R2
´ L
0  
2
ndx
ˆ L
0
 n
ˆ R
0
Re
 
ˆ˙qb.c.
⌘ˆn
!
rdrdx (7.67)
En substituant ˆ˙qb.c. par Eq. (7.31), on obtient :
↵n,b.c. =
 2(    1)
R2
´ L
0  
2
ndx
ˆ L
0
 n
⇥
ˆ R
0
q˙D2,0
2
⇡
 
1 
✓
r   rc,0
|rˆc|
◆2!1/2
Re
✓
rˆc
|rˆc|⌘ˆn
◆
rdrdx (7.68)
On voit que ↵n,b.c. dépend de l’amplitude |rˆc| de la perturbation rˆc, mais la zone
de battement de frontière est située entre r 2 [rc,0  |rˆc|, rc,0+ |rˆc|] dans la direc-
tion radiale. Comme cette zone est mince (fluctuations de faibles amplitudes)
par rapport à l’épaisseur de la combustion, q˙D2,0rˆc/|rˆc| peut être supposé inva-
riant dans la zone de battement et être pris à r = rc,0. Avec cette hypothèse 5,
on a :
2
⇡|rˆc|
ˆ rc,0+|rˆc|
rc,0 |rˆc|
 
1 
✓
r   rc,0
|rˆc|
◆2!1/2
rdr = rc,0 (7.69)
5. L’uniformité de q˙D2,0rˆc/|rˆc| dans la zone de battement de frontière n’est généralement
pas vérifiée par la simulation numérique. Néanmoins, cela reste la seule hypothèse mathé-
matiquement et physiquement acceptable pour linéariser le taux de croissance associé au
mouvement de la fonction Heaviside. En eﬀet, cette fonction est monotone dans la zone de
battement, la considérer constante et fixer sa valeur à celle en position moyenne r = rc,0 est
donc une approximation acceptable et pragmatique dans un contexte industriel pour déve-
lopper un outil de stabilité linéaire. A noter que le taux de croissance de la source n’est donc,
en théorie, pas strictement linéaire, même dans le domaine de toutes petites fluctuations.
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L’équation (7.68) se réduit dans ce cas à :
↵n,b.c. =
 (    1)
R2
´ L
0  
2
ndx
ˆ L
0
q˙D2,0 nrc,0Re
✓
rˆc
⌘ˆn
◆
dx (7.70)
La même méthode peut être utilisée pour déterminer le décalage de fréquence
angulaire correspondant. L’expression générale a priori s’écrit :
 !n,b.c. =
 2(    1)
R2
´ L
0  
2
ndx
ˆ L
0
 n
⇥
ˆ R
0
q˙D2,0
2
⇡
 
1 
✓
r   rc,0
|rˆc|
◆2!1/2
Im
✓
rˆc
|rˆc|⌘ˆn
◆
rdrdx (7.71)
Avec la même approximation, cette expression se réduit à :
 !n,b.c. =
 (    1)
R2
´ L
0  
2
ndx
ˆ L
0
q˙D2,0 nrc,0Im
✓
rˆc
⌘ˆn
◆
dx (7.72)
Le mouvement de la frontière rˆc donné par Eq. (7.34) est linéaire. Les expres-
sions Eqs. (7.70) et (7.72) donnent un taux de croissance d’instabilité et un
décalage fréquentiel associé à la contribution frontière des fluctuations du taux
de dégagement de chaleur qui ne dépendent pas de l’amplitude de pression
acoustique. Elles peuvent être déterminées une fois les structures de l’écoule-
ment moyen et du mode acoustique définies.
Le taux de croissance de la source de l’instabilité ↵n,ITHAC = ↵n,v.c. + ↵n,b.c.
n’est pas validé dans le cadre de ce manuscrit. Des travaux sont en cours à
ArianeGroup pour le développement d’un outil de stabilité linéaire intégrant
ces développements analytiques avec des validations avec des simulations nu-
mériques CPS. Il serait également intéressant de comparer cette modélisation
analytiques aux données expérimentales de propulseurs en T, montrant des in-
stabilités induites par la combustion d’aluminium. Ce travail non eﬀectué dans
le cadre de la thèse pourrait permettre de déterminer des inconnues dans le
modèle de combustion.
7.5 Conclusion
La façon dont les perturbations acoustiques entraînent des perturbations du
taux de dégagement de chaleur provenant de la combustion de gouttes d’alu-
minium a été étudiée numériquement et théoriquement dans un MPS générique.
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Des simulations numériques de ces écoulement ont été utilisées pour analy-
ser l’origine des instabilités thermo-acoustiques induites par la dynamique de
combustion des gouttes d’aluminium en évitant soigneusement d’autres méca-
nismes de couplage liés aux instabilités hydrodynamiques dans une configu-
ration d’écoulement laminaire. Ces simulations sont basées sur un formalisme
eulérien, pour les phases gazeuse et dispersée, dans lequel la combustion de
gouttes dispersées est modélisée par la loi du D2 jusqu’à un diamètre d’arrêt,
permettant de modéliser la formation de résidus d’oxyde d’aluminium et la fin
de combustion (modèle ASSM).
L’analyse du taux de dégagement de chaleur et de la distribution du terme
source de Rayleigh à travers la chambre du moteur a révélé deux contributions
aux oscillations de la pression acoustique. La première correspond aux fluctua-
tions du taux de dégagement de chaleur produites dans le volume du nuage de
gouttes réactives. La deuxième source de perturbations du taux de dégagement
de chaleur provient du battement de frontière du nuage de gouttes réactives. La
contribution volume aux fluctuations du taux de dégagement de chaleur résulte
de la réponse individuelle de chaque goutte d’aluminium à l’écoulement insta-
tionnaire qui est synchronisé par le forçage acoustique. Cet écoulement produit
une traînée instationnaire sur chaque goutte et modifie la vitesse et le diamètre
de la goutte, entraînant à leur tour des perturbations du taux de consommation
de gouttes. La seconde contribution est due aux oscillations de temps de vie des
gouttes induites par l’histoire de leur dynamique dans l’écoulement perturbé
acoustiquement. Ces fluctuations entraînent à leur tour un mouvement de la
frontière du volume de combustion, ce qui implique d’importantes fluctuations
du taux de dégagement de chaleur. Cette contribution frontière est très sensible
à la valeur du taux de dégagement de chaleur juste avant extinction des gouttes.
La modélisation de la fin de la combustion des gouttes d’aluminium requière
plus d’approfondissement et est ici une fonction Heaviside qui éteint brutale-
ment la combustion quand le diamètre de goutte atteint une valeur d’arrêt.
Des modèles analytiques ont été dérivés pour ces deux contributions aux fluc-
tuations du taux de dégagement de chaleur et ont été comparés aux résultats
de la simulation numérique. Ces modèles incluent à la fois des fluctuations de
diamètre de goutte et des fluctuations de vitesse de gouttes en réponse au for-
çage acoustique. Elles sont utilisées pour déterminer les fluctuationss du taux
de dégagement de chaleur provenant de la dynamique des gouttes dans le nuage
en combustion et provenant du mouvement de la frontière du nuage.
Diﬀérents niveaux d’approximations ont été réalisés pour obtenir une solu-
tion hybride combinant des résultats numériques et analytiques. Un modèle
entièrement analytique a également été élaboré, dans lequel la structure de
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l’écoulement moyen et la structure du mode acoustique sont les seules entrées.
Il a été démontré que ce modèle fournit des estimations fiables de la distri-
bution des fluctuations du taux de dégagement de chaleur à travers le MPS
dans la limite de petites perturbations acoustiques (domaine linéaire). Ces mo-
dèles reproduisent bien la dynamique observée dans les simulations numériques
d’écoulement.
Ce modèle de fluctuations du taux de dégagement de chaleur est bien adapté
pour eﬀectuer une analyse de stabilité linéaire de la dynamique du système et
peut être utilisé pour faciliter la prévision des instabilités thermoacoustiques
dans les moteurs à propergol solide ou les propulseurs en T pilotées par la com-
bustion de gouttes en aluminium. Il a également permis de mieux comprendre
ces phénomènes dynamiques sans nécessiter de nombreuses simulations numé-
riques diphasiques.
Chapitre 8
Simplification du modèle source
et nombres adimensionnels
La démarche entreprise dans ce chapitre est de poursuivre la simplifi-
cation du modèle local et linéaire des fluctuations du taux de dégage-
ment de chaleur. En s’appuyant sur des hypothèses d’uniformité pour
les écoulements, il est possible d’identifier les nombres adimensionnels
qui contrôlent la source de l’instabilité thermoacoustique. Ces dévelop-
pements sont menés à partir de l’expression du taux de croissance de
l’instabilité induit par les fluctuations du taux de dégagement de chaleur.
8.1 Introduction
L’instabilité thermoacoustique dépend des pertes acoustiques et de la ré-
ponse de la combustion de l’aluminium aux oscillations acoustiques. La simpli-
fication du terme source peut permettre de faire apparaitre les nombres adimen-
sionnels qui contrôlent l’instabilité. Ces nombres permettent également d’orien-
ter la recherche sur les paramètres clés de la modélisation de la combustion de
l’aluminium. On rappelle ici la modélisation du taux de croissance associé à la
source de l’instabilité (chapitre 7) :
↵n,ITHAC = ↵n,v.c + ↵n,b.c (8.1)
avec n le n-ième mode. Les deux contributions de volume v.c. et frontière b.c.
sont dans un moteur cylindrique données par :
↵n,v.c. =
2(    1)
R2
´ L
0  
2
ndx
ˆ L
0
 n
ˆ R
0
Re(ˆ˙qv.c.)
⌘ˆn
rdrdx (8.2)
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↵n,b.c. =
 2(    1)
R2
´ L
0  
2
ndx
ˆ L
0
q˙D2,0 nrc,0
Re(rˆc)
⌘ˆn
dx (8.3)
où les fluctuations du taux de dégagement de chaleur associées à la contribution
volume ˆ˙qv.c. et le mouvement de la frontière rˆc sont donnés ci-dessous :
ˆ˙qv.c.
q˙0
=
Sh0   2
2Sh0
 up,0
| up|20
(uˆp   uˆ) +
✓
1 +
Sh0   2
2Sh0
◆
Dˆ
D0
(8.4)
rˆc =
2tc,0vpD0
D2i  D2r
Dˆ (8.5)
Dans ces deux dernières relations, les fluctuations de vitesse particulaire uˆp, de
diamètre Dˆ et de vitesse gaz uˆ interviennent :
uˆp =
ˆ r
R
uˆ
vp⌧d,0
 
1 + CRe
 u2p,0
| up|20
!
e
´ r0
r
✓
i!⌧d,0+1+CRe
 u2p,0
| up|20
◆
dr00
vp⌧d,0 dr0 (8.6)
Dˆ =  
ˆ r
R
µ ln(1 + B)(Sh0   2)
vpPr⇢pD0| up|20/ up,0
(uˆp  uˆ)e
´ r0
r
✓
i!
vp
 µ ln(1+B)(Sh0+2)
vpPr⇢pD20
◆
dr0
dr00 (8.7)
Les fluctuations de vitesse gaz uˆ sont modélisées en utilisant les expressions
proposées par Flandro et al. (2000) :
uˆ = uˆac + uˆrot (8.8)
où la partie acoustique est donné pour une chambre fermée-fermée :
uˆac =   i⌘ˆ
a0⇢
sin(kx), k =
!
a0
(8.9)
et la partie rotationnelle correspond à :
uˆrot =   i⌘ˆ
a0⇢
⇣
 
r
R
sin(kx sin⇥)e +i
S
⇡ ln(tan
⇥
2 )
⌘
(8.10)
avec   une expression complexe donnée par Flandro et al. (2000), ⇥ = ⇡2
 
r
R
 2
et   :
  =
C 
Sr
✓
r
R
sin⇥+ i
⇠R
Srr sin(⇥)
◆
(8.11)
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où R est le rayon de la chambre, Sr est le nombre de Strouhal de l’écoule-
ment, ⇠ un paramètre de viscosité et C  une constante d’intégration donnée
par (Flandro et al. (2000)) :
Sr =
!R
vi
, ⇠ =
Sr
2
Rei
, C  =  
Sr
3
  
Sr
2 + ⇠
   iSr⇠  
Sr
2 + ⇠
 2
+ (Sr⇠)
2
(8.12)
avec vi la vitesse d’injection du gaz et Rei = ⇢gviRµ le nombre de Reynolds à
l’injection.
Il est possible de simplifier ces expressions pour déterminer des nombres adimen-
sionnels contrôlant l’instabilité. En particulier, il faut éliminer les expressions
avec des intégrales en conservant une modélisation valide.
A la section suivante, un modèle simplifié pour les fluctuations du taux de
dégagement de chaleur est développé. Ses résultats sont comparés aux résultats
de la simulation numérique du chapitre 7 et au modèle simple sans intégrale
de Gallier and Godfroy (2009). La troisième section présente l’état de l’art sur
les nombres adimensionnels dérivés à partir de la modélisation des fluctuations
du taux de dégagement de chaleur de Gallier and Godfroy (2009). Sachant
les limitations du modèle de Gallier and Godfroy (2009) (voir chapitre 7), un
nouveau développement de la source thermoacoustique en fonction de nombres
adimensionnels sera proposé à partir du modèle simplifié développé dans la
section antérieure pour les fluctuations du taux de dégagement de chaleur.
La sensibilité de la source thermoacoustique aux nombres adimensionnels sera
finalement étudiée.
8.2 Simplification de la modélisation des fluctuations
locales du taux de dégagement de chaleur
Pour simplifier les expressions précédentes pour les fluctuations du taux de
dégagement de chaleur, il faut chercher à éliminer les intégrales des expressions.
Pour cela, il faut utiliser une hypothèse d’uniformité, quand elle est valable, et
intégrer analytiquement les phénomènes qui varient fortement. On prendra soin,
en particulier, de considérer la couche limite acoustique.
Le taux de croissance ↵n,ITHAC (Eq. (8.1)) est fonction de la contribution vo-
lume des fluctuations du taux de dégagement de chaleur ˆ˙qv.c. et du mouvement
de la frontière rˆc (Eqs. (8.4) et (8.5)). Ces deux dernières variables dépendent
de des fluctuations de la diﬀérentielle de vitesse uˆp   uˆ et des fluctuations de
diamètre particulaire Dˆ. Les expressions de uˆp et de Dˆ (Eqs. (8.6) et (8.7)) sont
des intégrales radiales du champ moyen et des fluctuations de vitesse gaz uˆ.
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Dans un premier temps, des simplifications pour la vitesse de glissement
fluctuante uˆp   uˆ et pour le diamètre particulaire fluctuant Dˆ sont proposées.
Ensuite, ces simplifications sont utilisées pour simplifier l’expression des fluc-
tuations de dégagement de chaleur ˆ˙q.
L’ensemble de ces modèles simples sont comparés aux résultats numériques
de la simulation du chapitre 7 et au modèle de Gallier and Godfroy (2009).
8.2.1 Modèles simplifiés pour les fluctuations de vitesse gaz et
particules et de diamètre particulaire
On rappelle les deux expressions de fluctuations de vitesse particulaire et de
diamètre particulaire à simplifier :
uˆp =
ˆ r
R
uˆ
vp⌧d,0
 
1 + CRe
 u2p,0
| up|20
!
e
´ r0
r
✓
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◆
dr00
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R
µ ln(1 + B)(Sh0   2)
vpPr⇢pD0| up|20/ up,0
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 µ ln(1+B)(Sh0+2)
vpPr⇢pD20
◆
dr0
dr00 (8.14)
Ces deux expressions sont des intégrales radiales. Sachant que les gouttes sont
injectées à l’équilibre dynamique dans nos calculs, on peut supposer que leur
vitesse est quasi-invariante et leur trajectoire quasi-radiale. Soit la vitesse par-
ticulaire dans la zone de combustion égale à la vitesse d’injection :
vp ⇡  vi < 0 (8.15)
Cette hypothèse sera vérifiée au chapitre 9 (pour une injection gaz-particules à
l’équilibre). On suppose donc, de plus, qu’il est acceptable de sortir le champ
moyen de l’intégrale radiale. Néanmoins, dans ce processus de simplification, on
prendra en compte la présence de la couche limite acoustique qui impose une
forte dépendance des fluctuations de vitesse gaz uˆ à la position radiale (cha-
pitres 1, 6 et 7). Son expression (Eq. (8.8)) n’est pas intégrable analytiquement,
car trop complexe. Il faut donc la simplifier avant de l’intégrer. Considérant le
développement au premier ordre à proximité du propergol (près de l’injection,
dans la zone de combustion de l’aluminium), Gallier and Godfroy (2009) ont
proposé une simplification du modèle de Flandro :
uˆ = uˆac
 
1  e iSr✏  , ✏ = 1  r
R
⌧ 1, Sr = !R
vi
(8.16)
avec Sr le nombre de Strouhal de l’écoulement. Ce modèle (Eq. (8.16)) sera
utilisé pour l’intégration radiale de l’expression des fluctuations de vitesse par-
ticulaire uˆp (Eq. (8.13)). Dans son expression, la constante CRe est associée aux
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fluctuations du temps caractéristique de trainée induites par les fluctuations de
vitesse. Cette contribution est faible et compte tenu des fortes hypothèses uti-
lisées (quasi-uniformité du champ moyen radial, simplification de uˆ), on la né-
gligera (CRe = 0). On obtient donc après quelques étapes de calcul (Eqs. (8.13)
et (8.16)) :
uˆp   uˆ =  uˆac !⌧d,0
!⌧d,0   i
 
1  e
i!⌧d,0+1
vp⌧d,0
(R r)
!
(8.17)
Cette expression fait apparaitre un filtre passe-bas avec un eﬀet de couche
limite acoustique sur l’advection (fonction exponentielle). On peut comparer ce
modèle sans intégrale aux résultats de la simulation numérique (CFD) et à un
autre modèle sans intégrale, celui de Gallier and Godfroy (2009), Dupays and
Vuillot (1998) et Temkin and Dobbins (1966) :
uˆp =
uˆ
1 + i!⌧d,0
(8.18)
Ce dernier modèle fait également intervenir un filtre passe-bas mais l’advection
radiale des particules n’est pas prise en compte (voir chapitre 7).
Pour comparer les modèle Eq. (8.17) et Eq. (8.18) et la simulation numérique,
le champ moyen et les fluctuations de vitesse acoustique uˆac sont donnés par
la simulation numérique. Les figures 8.1 et 8.2 comparent les profils de fluctua-
tions de vitesse particulaire uˆp à un quart et trois quarts du tube (x/L = 1/4
et x/L = 3/4), dans la zone de combustion, donnés par le modèle simplifié
(Eq. (8.17)), par le modèle simple de Gallier and Godfroy (2009) et par la CFD
(simulation numérique).
On rappelle que le modèle Eq. (8.17) est une simplification du modèle de
uˆp avec intégrale (Eq. (8.13)) qui n’est pas montré dans les figures 8.1 et 8.2.
Pour une comparaison du modèle intégrale Eq. (8.13) avec la CFD (simulation
numérique), il faut se référer au chapitre 7, dans lequel on peut observer que
les résultats sont très proches en module ou en phase.
Dans les figures 8.1 et 8.2 (à x/L = 1/4 et x/L = 3/4), on observe que le
modèle Eq. (8.17) en module est très proche des résultats CFD (de la simula-
tion numérique) et en phase il y a quelques écarts mais reste plus performant
que le modèle de Gallier and Godfroy (2009) (Eq. (8.18)). Compte tenu des
hypothèses et des résultats, on considère que le modèle Eq. (8.17) est suﬃsant
et permet de poursuivre l’analyse.
A partir du modèle de vitesse particulaire fluctuante (Eq. (8.17)), on peut
dériver de la même façon un modèle pour les fluctuations de diamètre. Après
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(a) Module |uˆp| (b) Phase  (uˆp)
Figure 8.1 – Module et phase (relative aux fluctuations de pression) à un quart de la
chambre du moteur (x/L = 1/4) des fluctuations de vitesse particulaire longitudinale
uˆp dans la zone de combustion des gouttes. Comparaison entre le modèle simplifié
(Eq. (8.17)), le modèle de Gallier et Godfroy (Eq. (8.18)) et les résultats CFD (de la
simulation numérique)
(a) Module |uˆp| (b) Phase  (uˆp)
Figure 8.2 – Module et phase (relative aux fluctuations de pression) aux trois
quarts de la chambre du moteur (x/L = 3/4) des fluctuations de vitesse particulaire
longitudinale uˆp dans la zone de combustion. Comparaison entre le modèle simplifié
(Eq. (8.17)), le modèle de Gallier et Godfroy (Eq. (8.18)) et les résultats CFD (de la
simulation numérique)
quelques étapes de calcul, on peut simplifier le modèle Eq. (8.14) :
Dˆ =  BDuˆac !⌧d,0
!⌧d,0   i
0B@1  eAD(R r)
AD
  e
i!⌧d,0+1
vp⌧d,0
(R r)   eAD(R r)
AD   i!⌧d,0+1vp⌧d,0
1CA (8.19)
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avec :
AD =
i!
vp
  µ ln(1 + B)(Sh0 + 2)
vpPr⇢pD20
BD =   µ ln(1 + B)(Sh0   2)
vpPr⇢pD0| up,0|20/ up,0
(8.20)
Il n’existe pas, dans l’état de l’art, d’autres modèles sans intégrale quantifiant
les fluctuations de diamètre particulaire (en eulérien).
On peut donc faire une comparaison entre ce modèle pour les fluctuations
de diamètre (Eq. (8.19)) et les résultats CFD (de la simulation numérique). Le
champ moyen et la vitesse acoustique uˆac sont extraits de la CFD (simulation
numérique). Les figures 8.3 et 8.4 présentent le module et la phase des fluctua-
tions de diamètre particulaire Dˆ, respectivement à un quart (x/L = 1/4) et
trois quarts de la chambre (x/L = 3/4), dans la zone de combustion de l’alu-
minium, calculés par la CFD (simulation numérique) et par le modèle simple
(Eq. (8.19)).
(a) Module |Dˆ| (b) Phase  (Dˆ)
Figure 8.3 – Module et phase (relative aux fluctuations de pression) à un quart de
la chambre du moteur (x/L = 1/4) des fluctuations de diamètre particulaire Dˆ dans la
zone de combustion. Comparaison entre le modèle simplifié (Eq. (8.19)) et les résultats
CFD (de la simulation numérique)
Le modèle simplifié (Eq. (8.19)) est très proche des résultats CFD (aux deux
positions, en module et en phase) avec un faible écart en fin de vie des gouttes.
Cet écart est retrouvé avec le modèle avec intégrale Eq. (8.14) (voir comparai-
son avec la simulation numérique (CFD) au chapitre 7). Le modèle simplifié
des fluctuations de vitesse particulaire (Eq. (8.17)) est donc suﬃsant pour re-
produire les fluctuations de diamètre Dˆ.
Pour conclure sur cette section, deux nouveaux modèles sans intégrale sont
proposés (Eqs. (8.17) et (8.19)), respectivement pour les fluctuations de vitesse
particulaire relative uˆp   uˆ et de diamètre particulaire Dˆ.
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(a) Module |Dˆ| (b) Phase  (Dˆ)
Figure 8.4 – Module et phase (relative aux fluctuations de pression) aux trois quarts
de la chambre du moteur (x/L = 3/4) des fluctuations de diamètre particulaire Dˆ dans
la zone de combustion, délimitée par |Dˆ| > 0. Comparaison entre le modèle simplifié
(Eq. (8.19)) et les résultats CFD (de la simulation numérique)
Dans la sous-section suivante, on validera la modélisation simplifiée des
fluctuations du taux de dégagement de chaleur ˆ˙q induite par ces nouveaux
modèles pour les fluctuations de vitesse relative et de diamètre particulaire
(Eqs. (8.17) et (8.19)).
8.2.2 Validation du modèle des fluctuations du taux de déga-
gement de chaleur
Le modèle de fluctuations de dégagement de chaleur, développé au cha-
pitre 7, s’écrit :
ˆ˙q = ˆ˙qv.c. + ˆ˙qb.c. (8.21)
avec ˆ˙qv.c. la contribution volume dépendant des fluctuations de diamètre Dˆ et
de vitesse relative uˆp   uˆ :
ˆ˙qv.c. = q˙0
 
Sh0   2
2Sh0
 up,0
| up,0|20
(uˆp   uˆ) +
✓
1 +
Sh0   2
2Sh0
◆
Dˆ
D0
!
(8.22)
et la contribution frontière ˆ˙qb.c. se dérive comme :
ˆ˙qb.c. =  q˙D2,0
2
✓
1 
⇣
r rc,0
|rˆc|
⌘2◆1/2
⇡|rˆc| rˆc (8.23)
où rˆc le battement de frontière est dépendant des fluctuations de diamètre Dˆ :
rˆc =
2tc,0vpD0
D2i  D2r
Dˆ (8.24)
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Les fluctuations de diamètre et de vitesse sont, dans cette sous-section, don-
nées par les modèles sans intégrale (Eqs. (8.17) et (8.19)). Cette modélisation
des fluctuations du taux de dégagement de chaleur ˆ˙q est donc également sans
intégrale. Ce modèle est une simplification du modèle dérivé au chapitre 7 où
les fluctuations de diamètre et de vitesse sont exprimées par des expressions
intégrales (Eqs. (8.13) et (8.14)).
Pour comparaison, on rappelle le modèle simple de Gallier et Godfroy pour les
fluctuations du taux de dégagement de chaleur ˆ˙q, qui ne prend pas en comptes
les fluctuations de diamètre et où les fluctuations de vitesse particulaire sont
modélisées par le filtre passe-bas Eq. (8.18) (chapitre 7, Gallier and Godfroy
(2009)) :
ˆ˙q
q˙0
=  Sh0   2
2Sh0
!⌧d,0(i+ !⌧d,0)
1 + !2⌧2d,0
 up,0
| up|20
uˆ (8.25)
Ce modèle est également un modèle sans intégrale. Dans les figures 8.5 et 8.6,
une comparaison est proposée pour le module et la phase des fluctuations du
taux dégagement de chaleur ˆ˙q, entre le nouveau modèle simplifié, le modèle de
Gallier et Godfroy (Eq. (8.25)) et les résultats CFD (du chapitre 7), dans la zone
de combustion des gouttes, à un quart (x/L = 1/4) et trois quarts (x/L = 3/4)
de la chambre du moteur. Le champ moyen et les fluctuations de vitesse du gaz
uˆ sont extraits de la simulation numérique (CFD) pour les modèles analytiques.
Pour le module et la phase, à x/L = 1/4 ou x/L = 3/4, on observe que
les résultats proposés par ce nouveau modèle sont plus proches de la simulation
numérique (CFD) que ceux du modèle de Gallier et Godfroy (Eq. (8.25)). On
peut donc en conclure que le modèle des fluctuations du taux de dégagement de
chaleur ˆ˙q est satisfaisant et permet de simplifier le taux de croissance associé.
On rappelle le taux de croissance induit par la combustion de l’aluminium :
↵n,ITHAC = ↵n,v.c + ↵n,b.c (8.26)
avec les deux contributions de volume et frontière :
↵n,v.c. =
2(    1)
R2
´ L
0  
2
ndx
ˆ L
0
 n
ˆ R
0
Re(ˆ˙qv.c.)
⌘ˆn
rdrdx (8.27)
↵n,b.c. =
 2(    1)
R2
´ L
0  
2
ndx
ˆ L
0
q˙D2,0 nrc,0
Re(rˆc)
⌘ˆn
dx (8.28)
Le taux de croissance est dépendant de la dynamique de combustion dans le
volume ˆ˙qv.c. et du mouvement de la frontière rˆc. Dans les figures 8.5 et 8.6, on
154 Chapitre 8 - Simplification du modèle source et nombres
adimensionnels
(a) Module |ˆ˙q| (b) Phase  (ˆ˙q)
Figure 8.5 – Module et phase (relative aux fluctuations de pression) à un quart de
la chambre du moteur (x/L = 1/4) des fluctuations de dégagement de chaleur ˆ˙q dans
la zone de combustion des gouttes d’aluminium, délimitée par | ˆ˙q| > 0. Comparaison
entre le modèle simplifié (Eq. (8.17)), le modèle de Gallier et Godfroy (Eq. (8.25)) et
les résultats CFD (de la simulation numérique)
Figure 8.6 – Module et phase (relative aux fluctuations de pression) aux trois quarts
de la chambre du moteur (x/L = 3/4) des fluctuations de dégagement de chaleur ˆ˙q dans
la zone de combustion des gouttes d’aluminium, délimitée par | ˆ˙q| > 0. Comparaison
entre le modèle simplifié (Eq. (8.17)), le modèle de Gallier et Godfroy (Eq. (8.18)) et
les résultats CFD (de la simulation numérique)
peut vérifier, en particulier, que la dynamique dans le volume et que le batte-
ment de frontière sont bien reproduits.
On a donc une modélisation locale, simplifiée et sans intégrale, pour les gran-
deurs ˆ˙qv.c. et rˆc, dont dépend directement le taux de croissance ↵ITHAC =
↵v.c. + ↵b.c. (Eqs. (8.26), (8.27) et (8.28)).
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8.3 Nombres adimensionnels
Le domaine de la zone de combustion est défini radialement en r 2 [rc,0(x), R]
et longitudinalement en x 2 [0, L]. Le taux de dégagement de chaleur est nul
hors de la zone de combustion. La contribution volume du taux de croissance
source peut donc se simplifier (Eq. (8.27)) :
↵n,v.c. =
2(    1)
R2
´ L
0  
2
ndx
ˆ L
0
 n
ˆ R
rc,0(x)
Re(ˆ˙qv.c.)
⌘ˆn
rdrdx (8.29)
Pour faire apparaitre les nombres adimensionnels qui contrôlent l’instabi-
lité, il faut s’appuyer sur l’hypothèse d’uniformité. Le champ des fluctuations
de pression est uniforme en radial (voir chapitre 6). On fera l’hypothèse que
le champ moyen varie faiblement dans la direction radiale. Cette hypothèse se
justifie également par une zone de combustion assez fine et des diamètres rési-
duels de tailles comparables et assez proches des tailles de gouttes injectées. On
définit la moyenne radiale sur l’épaisseur de combustion de la quantité X(r, x)
telle que :
X(r, x)
r
=
2
R2   r2c,0
ˆ R
rc,0(x)
Xrdr (8.30)
Avant de poursuivre la simplification avec le modèle développé dans ce cha-
pitre, une première sous-section est consacrée à la présentation des travaux de
Casalis et al. (2011) qui dérivent des nombres adimensionnels quantifiant la
source de l’instabilité. Cette dérivation a été faite à partir du modèle de fluc-
tuations du taux de dégagement de chaleur ˆ˙q de Gallier and Godfroy (2009).
Comme ce modèle de fluctuations du taux de dégagement de chaleur a été
amélioré au chapitre 7, il est nécessaire de refaire cette analyse par nombres
adimensionnels. Cette analyse est rendue possible par les modèles dérivés précé-
demment avec des modèles sans intégrale mais plus aboutis que ceux de Gallier
and Godfroy (2009). Il y a donc une deuxième sous-section en suivant qui pro-
pose une analyse par nombres adimensionnels avec cette nouvelle modélisation
pour les fluctuations du taux de dégagement de chaleur :
ˆ˙qv.c. = q˙0
 
Sh0   2
2Sh0
 up,0
| up,0|20
(uˆp   uˆ) +
✓
1 +
Sh0   2
2Sh0
◆
Dˆ
D0
!
(8.31)
et la contribution frontière ˆ˙qb.c. se dérive comme :
ˆ˙qb.c. =  q˙D2,0
2
✓
1 
⇣
r rc,0
|rˆc|
⌘2◆1/2
⇡|rˆc| rˆc (8.32)
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où rˆc le battement de frontière est dépendant des fluctuations de diamètre Dˆ :
rˆc =
2tc,0vpD0
D2i  D2r
Dˆ (8.33)
et les fluctuations de vitesse relative uˆp   uˆ sont :
uˆp   uˆ =  uˆac !⌧d,0
!⌧d,0   i
 
1  e
i!⌧d,0+1
vp⌧d,0
(R r)
!
(8.34)
et les fluctuations de diamètre particulaire Dˆ :
Dˆ =  BDuˆac !⌧d,0
!⌧d,0   i
0B@1  eAD(R r)
AD
  e
i!⌧d,0+1
vp⌧d,0
(R r)   eAD(R r)
AD   i!⌧d,0+1vp⌧d,0
1CA (8.35)
avec les fonctions :
AD =
i!
vp
  µ ln(1 +B)(Sh0 + 2)
vpPr⇢pD20
BD =   µ ln(1 +B)(Sh0   2)
vpPr⇢pD0| up,0|20/ up,0
(8.36)
et la vitesse acoustique est (en fermé-fermé) :
uˆac =   i⌘ˆ
a0⇢
sin(kx), k =
!
a0
(8.37)
8.3.1 Etat de l’art
Le modèle de fluctuations du taux de dégagement de chaleur de Gallier and
Godfroy (2009) s’écrit comme :
ˆ˙q
q˙0
=
ˆ˙qv.c.
q˙0
=  Sh0   2
2Sh0
!⌧d,0(i+ !⌧d,0)
1 + !2⌧2d,0
 up,0
| up|20
uˆ (8.38)
On définit le nombre de Strouhal de l’écoulement Sr et le nombre de Stokes
particulaire Stk tels que :
Sr =
!R
vi
, Stk = !⌧d,0 (8.39)
avec ⌧d,0 le temps caractéristique de trainée 1 :
⌧d,0 =
⇢pD20
18µ
(8.40)
1. Ici, le temps caractéristique de trainée est simplifié à son écriture suivant la loi de
Stokes, car, en principe, un paramètre adimensionel est un paramètre que l’on estime sans
connaitre le détail de l’écoulement.
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avec l’indice 0 correspondant au champ moyen. Gallier and Godfroy (2009)
ont observé par études numériques et analyses de leur modèle pour les fluc-
tuations du taux de dégagagement de chaleur que (i) les nombres de Strouhal
de combustion Sc et de l’écoulement Sr peuvent jouer un rôle important (cela
a notamment été démontré par une étude en fréquence), et (ii) le nombre de
Stokes Stk impacte notablement l’instabilité.
A partir du modèle de Gallier and Godfroy (2009) des fluctuations du taux
de dégagement de chaleur ˆ˙q (Eq. (8.38)), Casalis et al. (2011), après simplifica-
tions et moyenne en radial, obtiennent un taux de croissance correspondant à
la source de l’instabilité :
↵n,ITHAC ⇡
ˆ L
0
3(    1)⇡RL
8⇡E2n
vi
 up,0
D2i  D2r
D20
Sh0   2
Sh0
r
 Hr!
(1 + )a20
A sin(2 !
a0
x)dx
(8.41)
où R est le rayon de la chambre, L sa longueur, En l’énergie acoustique, vi la
vitesse d’injection,  up,0 = up,0 u0 la diﬀérentielle de vitesse longitudinale, Di
le diamètre d’injection, Dr le diamètre résiduel, D0 le diamètre moyen, Sh0 le
nombre de Sherwood moyen,  la fraction massique de gouttes,  Hr l’enthalpie
de réaction, a0 la vitesse du son et ! = 2⇡f la fréquence angulaire.
La fonction A de l’équation (8.41) peut être décomposée comme la somme
d’une contribution acoustique Aac et d’une contribution rotationnelle (couche
limite acoustique) Arot :
A = Aac +Arot (8.42)
avec les deux contributions suivantes :
Aac = Stk
1 + Stk
2
1
Sc
✓
Sc   Sc
2
2Sr
◆
(8.43)
Arot =  Stk
1 + Stk
2
1
ScSr
⇥ (1  SrStk + cos(Sc)[ 1 + SrStk   StkSc] + sin(Sc)[Sr + Stk   Sc])
(8.44)
où Sc est le nombre de Strouhal de combustion :
Sc = !tc,0 (8.45)
avec tc,0 le temps de combustion.
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Ces trois fonctions A, Aac et Arot sont dépendantes des nombres adimen-
sionnels suivants : (i) Stk le nombre de Stokes particulaire, (ii) Sc le nombre de
Strouhal de combustion et (iii) Sr le nombre de Strouhal de l’écoulement.
Casalis et al. (2011) démontrent, avec le modèle de Gallier and Godfroy
(2009), que le nombre de Strouhal de l’écoulement Sr n’a que peu d’eﬀet sur
l’instabilité thermoacoustique, dans le cadre des hypothèses qui ont été faites
dans le manuscrit de thèse (injection à l’équilibre des gouttes, modèle ASSM).
L’étude en fréquence de Gallier and Godfroy (2009) met donc, en particu-
lier, en évidence une dépendance de l’instabilité au nombre de Strouhal de
combustion Sc et au nombre de Stokes Stk définis par rapport à la fréquence
(Eqs. (8.39) et (8.45)).
L’étude de Casalis et al. (2011) est reprise et approfondie dans cette section.
On suppose que les mécanismes physiques à l’origine de la déstabilisation
entre fond avant et fond arrière ne sont pas liés à la variation de la fonction A
en fonction de x mais plutôt aux autres termes de l’expression intégrale du taux
de croissance ↵n,ITHAC (Eq. (8.41)). Il suﬃt alors de chercher le maximum de
A pour en déduire les situations où la source de l’instabilité va être la plus forte
et inversement, les minimums de A sont les situations où l’instabilité va être la
plus faible.
En particulier, le terme 1/ up,0 de l’équation Eq. (8.41) connait une va-
riation forte en x par rapport aux autres termes à cause de l’accélération de
l’écoulement dans le moteur. On suppose alors qu’il est à l’origine du fait que
le taux de croissance ↵n,ITHAC est positif. En eﬀet, tous les autres facteurs de
l’intégrale de Eq. (8.41) sont dépendants du champ de vitesse  up,0 au plus à
la puissance 1/2 (comme le nombre de Sherwood). Leur variation longitudinale
peut donc être négligée en comparaison de  up,0. Cette brève analyse renforce
les commentaires du chapitre 4 concernant l’eﬀet de l’évolution de l’écoulement
le long de la chambre qui serait à l’origine de l’asymétrie entre fond avant et
fond arrière pour le critère de Rayleigh.
On peut donc tracer les fonctions A, Aac et Arot et rechercher leurs maxi-
mums et minimums. Si on considère les trois premiers modes longitudinaux,
l’ordre de grandeur pour des MPS des nombres de Strouhal de combustion
Sc et de Stokes Stk est dans le domaine ]0; 30]. Sur une échelle de nombre de
Strouhal de l’écoulement Sr de 80 à 300, on peut vérifier que ces fonctions sont
quasi-invariantes. On se contentera donc d’une analyse en fonction des nombres
adimensionnels suivants : (i) Stk le nombre de Stokes particulaire et (ii) Sc le
nombre de Strouhal de combustion pour un nombre de Strouhal de l’écoulement
fixé à Sr = 125, choisi en fonction des simulations numériques faites dans ce
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manuscrit.
Les figures 8.7(a), 8.7(b) et 8.8 présentent respectivement la contribution
acoustique Aac, la contribution rotationnelle (couche limite acoustique) Arot et
A la somme des deux en fonction des nombres de Strouhal de combustion Sc
et de Stokes Stk.
(a) Aac (b) Arot
Figure 8.7 – Dépendance des fonctions Aac et Arot, représentant respectivement
les contributions acoustique et rotationnelle de la source, aux nombres adimensionnels
Stk et Sc, pour Sr = 125
La figure 8.7(a) montre que la contribution acoustique Aac dépend fortement
du nombre de Stokes Stk et son maximum est à Stk = 1. Le nombre de Strouhal
de combustion Sc a un eﬀet négligeable Aac.
La figure 8.7(b) illustre la contribution rotationnelle (couche limite acous-
tique) Arot de la source. Cette contribution a un comportement oscillant avec
amortissement par rapport au nombre de Strouhal de combustion Sc, ceci rap-
pelle la structure de la couche limite acoustique (chapitres 1 et 6). Contraire-
ment à la contribution acoustique, Arot dépend faiblement du nombre de Stokes
Stk. Le maximum de Arot se situe à Sc = 2.5 et Stk > 5.
La figure 8.8 représente la somme A = Aac+Arot par rapport aux nombres de
Stokes Stk et de Strouhal de combustion Sc. La fonction A présente un com-
portement oscillant avec amortissement en fonction du nombre Sc comme la
contribution rotationnelle Arot et une dépendance en fonction du nombre Stk
comme la contribution acoustique Aac. Le domaine où A est maximal se situe
à 2 < Sc < 4 et 1 < Stk < 4. Dans ce domaine, l’instabilité est donc maximale.
Cette analyse donne des indications au premier ordre sur l’instabilité et son
contrôle. Néanmoins, elle s’appuie sur le modèle de Gallier et Godfroy (Eq. (8.38))
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Figure 8.8 – Dépendance de la fonction A = Aac+Arot aux nombres adimensionnels
Stk et Sc, pour Sr = 125
qui est incomplet (chapitre 7). Le modèle développé dans ce chapitre permet
donc de prendre en compte plus de physique et de vérifier ces conclusions.
8.3.2 Nouveau développement en nombres adimensionnels
Dans cette sous-section, une analyse similaire en nombres adimensionnels va
être développée pour la contribution volume (Eq. (8.29)) puis pour la contri-
bution frontière (Eq. (8.28)).
Après réécriture de la contribution volume (Eq. (8.29)), on obtient finale-
ment pour la contribution volume :
↵v.c. =
(    1)
2 
´ L
0  
2
ndx
ˆ L
0
sin(2kx)
q˙0a0
p0
Sh0   2
2Sh0
 up,0
| up|20
r
Bv.c.dx (8.46)
avec la fonction Bv.c. :
Bv.c. = Stk
1 + Stk
2
⇥
⇣
cos(Sc)(C1e
 Sc/Stk + C2eSv) + sin(Sc)(C3e Sc/Stk + C4eSv) + C5
⌘
(8.47)
où les fonctions C1, C2, C3, C4 et C5 :
C1 =
 Stk
(1 + Stk
2)Sr
2
✓
Sr   Sc   Stk(1  Stk
2)
(1 + Stk
2)
  Stk2(Sr   Sc)
+2Stk
3 +
2Stk(Sr   Sc)
SvStk + Sc
+
4S2tk/(1 + Stk
2)
SvStk + Sc
◆
(8.48)
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C2 =
 2SvSc2
Sv
2 + Sc
2
✓
Stk   Sr + Sc
SvStk + Sc
  Sv(Sv
2 + 3Sc
2)
(Sv
2 + Sc
2)2
  2Sv(Sr   Sc)Stk
Sr
2(Sv
2 + Sc
2)
 Sc(Sv
2 + 3Sc
2)
Sr
2(Sv
2 + Sc
2)
+
(Sr   Sc)Stk2
Sr
2(SvStk + Sc)
+
2SvStk
2
(Sv
2 + Sc
2)Sr
2
◆
(8.49)
C3 =
 1
(1 + Stk
2)
✓
2Stk
2(Sc   Sr)
Sr
2 +
Stk
3(3  Stk2)
Sr
2(Stk
2 + 1)
+
4StkScSv/(1 + Stk
2)
Sr(Sv
2 + Sc
2)
 2ScSv(Sr   Sc)
Sr(Sv
2 + Sc
2)
+
2Stk
3(Sr   Sc)
Sr
2(SvStk + Sc)
+
2Stk
4/(1 + Stk
2)
Sr
2(SvStk + Sc)
◆
(8.50)
C4 =
 Sc
Sv
2 + Sc
2
✓
Sv(Sc   Sr)
Sr(Sv
2 + Sc
2)
+
3Sv
2 + Sc
2
(Sv
2 + Sc
2)2
+
(Sc   Sr)Stk
Sr(SvStk + Sc)
+
SvStk
(SvStk + Sc)(Sv
2 + Sc
2)
+
2SvStk(Sr   Sc)
Sr
2 +
2ScSv
2Stk(Sv
2 + 3Sc
2)
Sr
2(Sv
2 + Sc
2)2
+
2Stk
2Sv(Sr   Sc)
(SvStk + Sc)Sr
2 +
2ScStk
(SvStk + Sc)Sr
2
◆
(8.51)
C5 =
 1
Sr
✓
Sc(2  Sc
Sr
) +
Stk
2(1  3Stk2)
(1 + Stk
2)Sr
+
Stk(Stk
2   1)
(1 + Stk
2)
+
(2  Sc)ScSv
2Sr(Sv
2 + Sc
2)
+
Sc
(Sv
2 + Sc
2)
+
SvSc
2(Sv
2 + 3Sc
2)
Sr(Sv
2 + Sc
2)
Stk
2
(SvStk + Sc)(1 + Stk
2)
+
Stk
3(1  Stk2)
(SvStk + Sc)(1 + Stk
2)Sr
◆
(8.52)
dépendent du nombre de Stokes Stk, du nombre de Strouhal de l’écoulement
Sr, du nombre de Strouhal de combustion Sc et d’un nouveau nombre adimen-
sionnel Sv :
Sr =
!R
vi
, Stk = !⌧d,0, Sc = !tc,0, Sv =
tc,0
tv,0
(8.53)
avec ! = 2⇡f la fréquance angulaire, vi la vitesse d’injection, R le rayon de la
chambre, ⌧d,0 le temps caractéristique de trainée, tc,0 le temps de combustion
et tv,0 le temps caractéristique suivant :
tv,0 =
Pr⇢pD20
µ ln(1 + B)(Sh0 + 2)
(8.54)
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Ce temps caractéristique provient de l’équation de transport des fluctuations
de diamètre D1 :
@D1
@t
+vp
@D1
@r
=  µ ln(1 + B)(Sh0   2)
Pr⇢pD0| up|20/ up,0
(up,1 u1)+ µ ln(1 + B)(Sh0 + 2)
Pr⇢pD20
D1| {z }
D1/tv,0
(8.55)
Le temps caractéristique tv,0 quantifie les eﬀets convectifs sur les fluctuations
de diamètre, induits par l’écart en diamètre D1.
Le nombre Sv compare donc le temps de combustion tc,0 avec le temps de
convection tv,0 (Eq. (8.54)) :
Sv =
tc,0µ ln(1 + B)(Sh0 + 2)
Pr⇢pD20
(8.56)
Si on considère l’écoulement moyen externe à la goutte invariant au cours de
sa vie, le temps de combustion peut se simplifier comme (modèle ASSM, cha-
pitre 3) :
tc,0 =
Pr⇢p(D2i  D2r)
4µ ln(1 +B)Sh0
(8.57)
Le nombre Sv s’écrit alors :
Sv =
(Sh0 + 2)(D2i  D2r)
4Sh0D20
(8.58)
Pour le calcul instable de référence (chapitre 4), le nombre Sv est défini dans le
domaine Sv 2 [0.3; 1.5]. La variation longitudinale de ce nombre est négligeable,
il varie radialement de sa valeur minimale (à l’injection) à sa valeur maximale
(à la fin du processus de combustion). La valeur moyenne de ce nombre, pour
ce calcul, est :
Sv = 0.6 (8.59)
On cherche maintenant à exprimer la contribution frontière en fonction de ces
mêmes nombres adimensionnels. Le taux de croissance de la contribution fron-
tière (Eq. (8.28)) peut être simplifié comme :
↵n,b.c. =
(    1)
2 
´ L
0  
2
ndx
ˆ L
0
sin(2kx)
q˙D2,0
p0
 up,0
| up|20
Sh0   2
2Sh0
Bb.c.dx (8.60)
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avec les variables physiques définies à la position r = rc,0 et la fonction Bb.c. :
Bb.c. = 2Sc(Sr   Sc)
SvSr
2
✓
  ScSv
S2c + Sv
2 + cos(Sc)
ScSv
Sv
2 + Sc
2 e
Sv
  sin(Sc)
 
Sv
2
Sc
2 + Sv
2 e
Sv +
e Sc/Stk   eSv
1 + ScSvStk
!!
(8.61)
qui dépend des nombres adimensionnels suivants : (i) le nombre de Strouhal
de combustion Sc, (ii) le nombre de Stokes Stk, (iii) le nouveau nombre Sv qui
compare temps caractéristique de l’eﬀet de la convection sur les fluctuations de
diamètre par rapport au temps de combustion des gouttes et (iv) le nombre de
Strouhal de l’écoulement Sr. Cette fonction Bb.c. doit être prise en r = rc,0. A
la frontière pour le calcul de référence (chapitre 4), le nombre Sv est diﬀérent
de la valeur moyenne :
r = rc,0, Sv = 1.5 (8.62)
Cette diﬀérence est liée à la variation en diamètre particulaire moyen D0 en
fonction de la position r dans la zone de combustion. Les autres nombres adi-
mensionnels peuvent être supposés invariants.
Les fonctions volume Bv.c. et frontière Bb.c. sont tracées, pour Sr = 125, en fonc-
tion des nombres adimensionnels Stk et Sc, respectivement aux figures 8.9(a)
et 8.9(b).
Pour la contribution volume Bv.c., le nombre Sv est fixé à la valeur moyenne
dans la zone de combustion Sv = 0.6. On observe que le maximum de Bv.c.
se situe à Sc 2 [0.4, 0.8] et Stk 2 [0.5, 1]. La dynamique suivant le nombre de
Strouhal de combustion Sc est alternativement positive puis négative et s’amor-
tit. Ce comportement oscillant avec amortissement fait penser au phénomène
de couche limite acoustique. Cette dynamique est plus marquée que pour la
fonction A développée par Casalis et al. (2011) (Eq. (8.42)). De même, la loca-
lisation des valeurs maximales de la fonction Bv.c. est diﬀérente de la fonction
A. Enfin, il y a une plus forte dépendance au nombre de Stokes Stk de la fonc-
tion Bv.c. que de la fonction A.
La fonction Bb.c. n’a pas de comparaison possible avec l’état de l’art puisque
l’eﬀet d’une contribution frontière a été mis en évidence dans le cadre de ce
travail de thèse (chapitre 7 et annexe C). On fixe le nombre Sv à sa valeur à la
frontière Sv = 1.5 (calcul chapitre 7). On observe à la figure 8.9(b) une faible
dépendance au nombre de Stokes Stk (mais non négligeable) et une dépendance
assez marquée au nombre de Strouhal de combustion Sc, où l’on retrouve un
comportement oscillant, typique de la couche limite acoustique, tout comme la
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(a) Bv.c. avec Sv = 0.6 (b) Bb.c. avec Sv = 1.5
Figure 8.9 – Dépendance des fonctions Bv.c. et Bb.c., représentant respectivement
les contributions volume et frontière de la source, aux nombres adimensionnels Stk et
Sc, pour Sr = 125
contribution volume Bv.c.. Contrairement à la contribution volumique Bv.c., la
contribution frontière Bb.c. tend à s’amplifier par rapport au nombre de Strouhal
de combustion Sc. Ce constat est discuté davantage ci-dessous, pour permettre
une meilleure analyse de l’étude numérique autour du diamètre résiduel Dr du
chapitre 5.
On sait que ↵n,b.c. / q˙D2,0Bb.c.. Lors de l’étude paramétrique numérique (cha-
pitre 5), il a été observé que diminuer le diamètre résiduel Dr augmente le
temps de combustion tc,0 (donc également le Strouhal de combustion Sc), di-
minue le taux de dégagement de chaleur à la frontière q˙D2,0(rc,0) et diminue le
taux de croissance associé à la frontière ↵n,b.c.. L’augmentation du nombre de
Strouhal Sc et la diminution du taux de croissance ↵n,b.c. est contradictoire avec
l’analyse précédente de la fonction Bb.c. qui tend à s’amplifier. On en conclut
donc que l’eﬀet du nombre de Strouhal de combustion Sc sur le taux de crois-
sance frontière ↵n,b.c. est faible par rapport à l’eﬀet de la diminution du taux
de dégagement de chaleur à la frontière q˙D2,0(rc,0) induit par le diamètre Dr.
L’étude paramétrique du chapitre 5 sur le diamètre résiduel Dr revient donc
essentiellement à une étude de l’eﬀet du taux de dégagement de chaleur en fin
de vie.
Pour poursuivre l’analyse, il est également intéressant de comparer les contri-
butions volume et frontière. Le rapport des deux taux de croissance des contri-
butions volume/frontière donne :
↵n,v.c.
↵n,b.c.
/ q˙0
r
q˙D2,0(rc,0)
Bv.c.r
Bb.c.(rc,0) (8.63)
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avec q˙r le taux de dégagement de chaleur moyen dans la zone de combus-
tion et q˙D2,0(rc,0) le taux de dégagement de chaleur avant extinction. Ce rap-
port volume/frontière montre donc une dépendance avec les fonctions Bv.c.r et
Bb.c.(rc,0) et le rapport entre taux de dégagement de chaleur dans le volume et
en fin de vie.
La figure 8.10 illustre le rapport entre les deux fonctions Bv.c.r et Bb.c.(rc,0)
avec une fonction log décimale :
log(|Bv.c.r/Bb.c.(rc,0)|) (8.64)
en fonction des nombres de Stokes Stk et de Strouhal de combustion Sc. Si on
suppose un taux de dégagement de chaleur dans le volume et à la frontière
du même ordre de grandeur q˙0
r ⇠ q˙D2,0(rc,0), la figure 8.10 illustre également
le rapport entre les taux de croissance volume et frontière, entre contribution
volume et contribution frontière :
Si q˙0
r ⇠ q˙D2,0(rc,0), log(|Bv.c.r/Bb.c.(rc,0)|) ⇠ log(|↵v.c./↵b.c.|) (8.65)
Dans la figure 8.10, les couleurs proches du rouge montrent les zones dans
lesquelles la contribution volume est dominante (10 fois plus grande, log10(10) =
1) et les couleurs proches du bleu où la contribution frontière est dominante
(10 fois plus grande, log10(0.1) =  1).
On observe que plus les nombres de Stokes Stk et de Strouhal de combus-
tion Sc sont importants, moins la contribution frontière est négligeable voire
majoritaire (zone en bleu).
Figure 8.10 – Comparaison entre les deux fonctions Bv.c.r et Bb.c.|rc,0 . Valeur ab-
solue du rapport en échelle log décimal : log10(|Bv.c.r/Bb.c.(rc,0)|)
Dans cette sous-section, à partir du modèle de fluctuations du taux de déga-
gement de chaleur développé à la section 8.2, une analyse par nombres adimen-
sionnels a été eﬀectuée. Ce modèle pour les fluctuations du taux de dégagement
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de chaleur intègre davantage de physique que le modèle de Gallier et Godfroy
(Eq. (8.38)) utilisé pour une analyse dimensionnelle eﬀectuée par Casalis et al.
(2011) brièvement présentée à la sous-section 8.3.1. La nouvelle analyse déri-
vée dans cette section fait intervenir un autre nombre adimensionnel Sv qui
compare un temps de convection associé aux fluctuations de diamètre avec le
temps de combustion des gouttes. La dynamique observée avec cette nouvelle
modélisation physique est diﬀérente de celle identifiée par Casalis et al. (2011)
et présente une certaine cohérence par rapport à ce qui peut être attendu phy-
siquement.
Néanmoins, cette modélisation conserve des hypothèses qui peuvent être
limitantes : (i) hypothèse d’uniformité pour Bv.c., (ii) injection à l’équilibre de
vitesse entre les deux phases, (iii) simplification de l’équation des fluctuations de
diamètre D1 (hypothèse T4 du chapitre 7), (iv) utilisation du modèle Eq. (8.16)
pour les fluctuations de vitesse.
Dans la sous-section suivante, on analyse les calculs de Gallier and Godfroy
(2009) à partir de ces nouvelles analyses par nombres adimensionnels.
8.3.3 Comparaison qualitative avec le calcul
Dans cette sous-section, on analyse le comportement du taux de croissance
source ↵ITHAC . Toute l’analyse précédente n’intègre pas d’intégration longitu-
dinale, car la combustion est distribuée le long du mode acoustique et rend trop
complexe l’intégration. Il est donc impossible de faire une confrontation directe
entre un taux de croissance ↵ITHAC numérique et analytique en fonction des
nombres adimensionnels.
Néanmoins, il est possible de faire une comparaison qualitative avec des cal-
culs numériques et l’analyse précédente. Gallier and Godfroy (2009) ont fait
une étude paramétrique sur le taux de croissance ↵ITHAC en fonction de la
fréquence excitée f , comme le montre la figure 8.11. On se contentera d’ana-
lyser le cas avec couche limite acoustique que nous avons intégrer dans notre
modélisation (w/ ABL).
On observe à la figure 8.11 que le taux de croissance oscille et tend à dimi-
nuer lorsque la fréquence acoustique f augmente. Considérons que le taux de
croissance ↵ITHAC et les fonctions Bv.c. et Bb.c. sont indépendantes du nombre
de Strouhal de l’écoulement Sr. Dans ce cas, augmenter la fréquence acoustique
f revient à augmenter (i) le nombre de Stokes Stk et (ii) le nombre de Strouhal
de combustion Sc. La figure 8.11 illustre donc un taux de croissance ↵ITHAC
qui a un comportement oscillant et s’atténue avec les nombres de Stokes Stk et
de combustion Sc.
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Figure 8.11 – Taux de croissance source de l’instabilité ↵ITHAC mesuré par le
calcul (avec ou sans couche limite acoustique, ABL pour "Acoustic Boundary Layer",
w/ pour "avec", w/o pour "sans") (Gallier and Godfroy (2009))
L’étude paramétrique de Gallier and Godfroy (2009) a été faite avec les
diamètres de gouttes suivants : un diamètre d’injection Di = 120 µm et un
diamètre résiduel Dr = 60 µm. Suivant le chapitre 5, la contribution volume
est majoritaire pour ce calcul.
On remarque à la figure 8.9(a) que la Bv.c. oscille avec l’augmentation du
nombre de Strouhal de combustion Sc et s’atténue avec l’augmentation des
nombres de Stokes Stk et de Strouhal de combustion Sc.
Cette analyse est donc en accord avec les résultats numériques (figure 8.11)
et permet de valider qualitativement l’analyse par nombres adimensionnels.
Il a été supposé précédemment que la sensibilité des fonctions Bv.c. et Bb.c.
aux nombres Sr et Sv n’était pas d’ordre 1, puisque l’analyse a été centrée sur
les nombres de Stokes Stk et Strouhal de combustion Sc. Leur impact sur la
source est donc étudié à la sous-section suivante.
8.3.4 Etude de sensibilité aux nombres adimensionnels Sr et Sv
Suivant Casalis et al. (2011), la source de l’instabilité est quasi-indépendante
du nombre de Strouhal de l’écoulement Sr. Néanmoins, la modélisation physique
choisie étant trop simpliste, il est important de vérifier cette analyse avec une
modélisation des fluctuations du taux de dégagement de chaleur plus aboutie
comme celle proposée dans la sous-section 8.3.2. On analysera donc les fonc-
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tions Bv.c. et Bb.c., respectivement représentatives des contributions volume et
frontière de la source de l’instabilité, en fonction du nombre de Strouhal de
l’écoulement Sr. En suivant, on étudiera la sensibilité des fonctions Bv.c. et Bb.c.
au nombre de convection Sv nouvellement identifié.
La figure 8.12 montre la fonction Bv.c. (contribution volume) en fonction du
nombres de Stokes Stk et du nombre de Strouhal de combustion Sc pour 4
nombres de Strouhal de l’écoulement diﬀérents Sr 2 [80; 125; 200; 300] et un
nombre de convection Sv = 0.6. L’échelle de couleur a été fixée à celle de ré-
férence Sr = 125. On observe que la dépendance en fonction des nombres Stk
et Sc n’est pas perturbée en fonction de Sr. Néanmoins, les niveaux s’intensi-
fient avec le nombre de Strouhal de l’écoulement Sr. La contribution volume,
contrairement à l’analyse faite par Casalis et al. (2011), est donc dépendante
du nombre de Strouhal de l’écoulement Sr, mais cette dépendance n’est pas de
premier ordre par rapport aux nombres de Stokes Stk et de Strouhal de com-
bustion Sc.
La figure 8.13 présente la fonction Bb.c. (contribution frontière) en fonction
des nombres de Stokes Stk et de Strouhal de combustion Sc pour 4 nombres
de Strouhal de l’écoulement diﬀérents Sr 2 [80; 125; 200; 300] et un nombre de
convection Sv = 1.5. Le nombre de convection Sv = 1.5 est pris à une valeur
plus importante puisque la valeur à la frontière est plus élevée qu’en moyenne
dans le volume. L’échelle de couleur a été fixée à celle de référence Sr = 125. On
observe que le nombre de Strouhal de l’écoulement Sr n’influe pas sur la dyna-
mique de la fonction Bb.c. en fonction des nombres de Stokes Stk et de Strouhal
de combustion Sc. Cependant, la fonction Bb.c. s’atténue avec le nombre de
Strouhal de l’écoulement Sr. Ce comportement de la contribution frontière est
contraire à la contribution volume qui s’amplifie avec le nombre de Strouhal
de l’écoulement Sr. Ces comportements contraires des fonctions Bv.c. et Bb.c. ne
permettent donc pas d’atténuer la source en modifiant simplement le nombre
de Strouhal de l’écoulement Sr.
La suite de cette sous-section consiste maintenant à observer la sensibilité
des fonctions Bv.c. et Bb.c. au nombre de convection Sv.
La figure 8.14 montre la fonction Bv.c. en fonction des nombres de Stokes
Stk et de Strouhal de combustion Sc pour 4 nombres de convection Sv 2
[0.4; 0.6.0.8; 1]. Le nombre de Strouhal de l’écoulement est fixé à Sr = 125. On
observe que la fonction Bv.c. s’amplifie notablement avec le nombre de convec-
tion Sv. La dépendance à ce nombre est donc forte et non négligeable.
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(a) Bv.c. avec Sr = 80 (b) Bv.c. avec Sr = 125
(c) Bv.c. avec Sr = 200 (d) Bv.c. avec Sr = 300
Figure 8.12 – Sensibilité de la fonction Bv.c. au nombre de Strouhal de l’écoulement
Sr pour Sv = 0.6
La figure 8.14 représente la fonction Bb.c. en fonction des nombres de Stokes
Stk et de Strouhal de combustion Sc pour 4 nombres de convection Sv 2
[1; 1.5.2.1; 3]. Le nombre de Strouhal de l’écoulement est fixé à Sr = 125. On
remarque que la fonction Bb.c. s’amplifie très fortement lorsque le nombre de
convection Sv augmente.
Les fonctions Bv.c. et Bb.c. ont un comportement similaire lorsque le nombre
de convection Sv augmente. Ce nombre adimensionnel Sv peut donc être utilisé
pour minimiser la source. Plus Sv est faible, plus la source a de possibilités
d’être dominée par les pertes acoustiques.
Cette étude de sensibilité des fonctions Bv.c. et Bb.c. a montré que :
— si Sr augmente, Bv.c. s’amplifie et Bb.c. s’atténue
— si Sv augmente, Bv.c. et Bb.c. s’amplifient.
Diminuer le nombre Sv peut donc permettre de minimiser ces deux fonctions
en même temps, contrairement au nombre de Strouhal de l’écoulement Sr.
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(a) Bb.c. avec Sr = 80 (b) Bb.c. avec Sr = 125
(c) Bb.c. avec Sr = 200 (d) Bb.c. avec Sr = 300
Figure 8.13 – Sensibilité de la fonction Bb.c. au nombre de Strouhal de l’écoulement
Sr pour Sv = 1.5
8.4 Conclusion
Une modélisation simplifiée pour les fluctuations de la vitesse des gouttes, de
leur diamètre et de taux de dégagement de chaleur a été réalisée. Les expressions
développées ne font pas intervenir d’intégrales.
Les résultats obtenus ont été comparés aux résultats numériques et aux
modèles de Gallier and Godfroy (2009). Le modèle simplifié des fluctuations du
taux de dégagement de chaleur intègre davantage de physique que le modèle
de Gallier and Godfroy (2009) et est tout à fait satisfaisant par rapport aux
résultats numériques du chapitre 7.
Les développements réalisés reposent sur les hypothèses simplificatrices sui-
vantes : (i) une vitesse d’injection gaz-particules à l’équilibre, (ii) une variation
négligeable du champ moyen dans la direction radiale, (iii) un modèle de fluc-
tuations de vitesse gaz tiré de Gallier and Godfroy (2009) et (iv) l’hypothèse
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(a) Bv.c. avec Sv = 0.4 (b) Bv.c. avec Sv = 0.6
(c) Bv.c. avec Sv = 0.8 (d) Bv.c. avec Sv = 1
Figure 8.14 – Sensibilité de la fonction Bv.c. au nombre de convection Sv pour
Sr = 125
T4 du chapitre 7. L’ensemble des conclusions de ce chapitre n’est donc valable
que dans le cadre de ces hypothèses.
L’expression des fluctuations du taux de dégagement de chaleur permet de dé-
terminer le taux de croissance ↵ITHAC induit par la source thermoacoustique.
Casalis et al. (2011) ont fait une dérivation similaire à partir du modèle de Gal-
lier and Godfroy (2009) et trouvent trois nombres adimensionnels : (i) le nombre
de Stokes Stk, (ii) le nombre de Strouhal de combustion Sc et (iii) le nombre
de Strouhal de l’écoulement Sr. Dans leur analyse, les auteurs expliquent que le
taux de croissance ↵ITHAC associé à la source est quasi-indépendant du nombre
de Strouhal de l’écoulement Sr. Néanmoins, leur analyse repose sur le modèle
de Gallier and Godfroy (2009) pour les fluctuations du taux de dégagement de
chaleur qui est incomplet (voir chapitre 7).
La démarche de Casalis et al. (2011) a donc été reprise à partir de la nou-
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(a) Bb.c. avec Sv = 1 (b) Bb.c. avec Sv = 1.5
(c) Bb.c. avec Sv = 2.1 (d) Bb.c. avec Sv = 3
Figure 8.15 – Sensibilité de la fonction Bb.c. au nombre de convection Sv pour
Sr = 125
velle modélisation pour les fluctuations du taux de dégagement de chaleur. Un
nouveau nombre adimensionnel est alors identifié : le nombre Sv qui compare
le temps de combustion d’une goutte par rapport à un temps caractéristique
des eﬀets convectifs sur les fluctuations de diamètre.
On observe également que la dépendance de l’instabilité aux nombres de
Stokes Stk et de Strouhal de combustion Sc est quelque peu diﬀérente de l’ana-
lyse de Casalis et al. (2011). De plus, la contribution associée à la dynamique
de la frontière, identifée durant ce travail de thèse, est évaluée en fonction de
ces deux nombres.
Il ressort que cette contribution frontière ne peut pas être négligée et peut
dans certains cas être plus importante que la contribution volume, lorsque les
nombres de Stokes Stk et de Strouhal de combustion Sc augmentent.
De plus, une étude de sensibilité a montré que la dépendance de l’instabilité au
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nombre de Strouhal de l’écoulement Sr et au nombre Sv n’était pas négligeable.
Enfin, lorsque Sv diminue, les contributions volume et frontière s’atténuent
quels que soient les autres nombres adimensionnels. Il s’agit du seul nombre
parmi les quatre pour lequel ces contributions ont un même comportement mo-
notone. Modifier le nombre Sv permet donc de minimiser les deux contributions
de la source de l’instabilité.
Dans la prochaine partie, un outil d’ordre réduit, intégrant une modélisation
pour les non-linéarités, est proposé. Cet outil permet de reproduire l’amplitude
(niveau et fréquence) d’instabilités observées dans les simulations numériques
CPS.

Quatrième partie
Analyse faiblement non-linéaire

Chapitre 9
Modèle d’ordre réduit
faiblement non-linéaire
Ce chapitre propose une méthodologie pour le calcul de l’amplitude des
instabilités thermoacoustiques dans un MPS. Les développements sont
réalisés pour un modèle de combustion qui peut évoluer après ce tra-
vail de doctorat. Une méthode est développée afin de proposer un outil
qui peut s’adapter à tout type de modèle de combustion. Une équation
d’amplitude pour des régimes faiblement non-linéaires et une modélisa-
tion physique d’ordre réduit pour le champ moyen, pour la source et les
pertes acoustiques sont développées. Ces développements s’appuient sur
les observations réalisées dans les chapitres précédents et sur des simu-
lations numériques CPS. Cet outil, à ce stade, ne peut être considéré
comme prédictif, mais permet d’apporter des éléments de compréhen-
sion nouveaux.
9.1 Méthode des moyennes
Dans ce chapitre, un outil d’ordre réduit faiblement non-linéaire est détaillé.
Dans un premier temps, l’approche dite "averaging method" est rappelée. Cette
méthode est utilisée généralement pour des résolutions analytiques et est éten-
due ici à une utilisation numérique, d’ordre réduit, pour prédire l’instabilité
thermoacoustique dans un MPS. Cette méthode est adoptée car des modèles
analytiques utilisés pour la modélisation de l’instabilité ne sont valables que
pour des signaux harmoniques. Ces modèles peuvent être étendus à un système
faiblement non-linéaire, c’est-à-dire pour des variations lentes du taux de crois-
sance et de la fréquence excitée par rapport à la période d’oscillation. De plus,
la méthode des moyennes ("averaging method") permet de lisser les signaux
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temporels calculés et éviter des eﬀets à temps courts.
Cette section est inspirée du cours de Strogatz (2018). On suppose que le champ
de fluctuations de pression p1(x, t) peut se décomposer en une base orthogonale
de n-modes acoustiques  n :
p1(x, t) =
X
n
⌘n(t) n(x) (9.1)
où ⌘n correspond à l’amplitude du nième mode acoustique. On définit dans le
chapitre 6 une équation d’amplitude pour chaque mode tel que (Eq. (6.10)) :
⌘¨n + !
2
n⌘n = Fn (9.2)
où Fn représente l’ensemble des termes sources et pertes, potentiellement non-
linéaires, et !n la fréquence angulaire du nième mode acoustique.
On suppose que les non-linéarités sont faibles et que l’équation d’amplitude
peut s’écrire comme (pour un seul mode) :
⌘¨1 + !
2
1⌘1 = ✏h(⌘1, ⌘˙1) (9.3)
avec 0  ✏⌧ 1. Pour le cas ✏ = 0, on trouve la solution suivante à l’équation :
⌘1 = ⌘ˆ1 cos(!1t+  1), ⌘˙1 =  !1⌘ˆ1 sin(!1t+  1) (9.4)
avec ⌘ˆ1 le niveau du signal et  1 le déphasage constants. Pour ✏ 6= 0, on peut
supposer que cela induit une évolution temporelle lente de ⌘ˆ1 et  1 par rapport
aux oscillations de fréquence angulaire !1. On obtient donc la solution suivante
à l’équation (9.3) :
⌘1 = ⌘ˆ1(t) cos(!1t+  1(t)), ⌘˙1 =  !1⌘ˆ1(t) sin(!1t+  1(t)) (9.5)
avec ⌘ˆ1(t) et  1(t) fonctions temporelles à résoudre. On peut redéfinir, à partir
de Eq. (9.5), les grandeurs ⌘ˆ1(t) et  1(t) :
⌘ˆ1 =
s
⌘21 +
⌘˙21
!21
, tan(!1t+  1) =   ⌘˙1
!1⌘1
(9.6)
Ces équations sont dépendantes des grandeurs ⌘1 et ⌘˙1, on peut les réécrire
comme dépendantes du terme source ✏h. En mettant l’expression de ⌘ˆ1 au
carré et après dérivation, on a :
⌘ˆ1
d⌘ˆ1
dt
= ⌘1⌘˙1 +
⌘˙1⌘¨1
!21
(9.7)
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La dérivée seconde ⌘¨1 peut être remplacée par l’équation (9.3) et on trouve
donc :
d⌘ˆ1
dt
=   ✏h
!1
sin(!1t+  1) (9.8)
avec ✏h le terme sources-pertes (Eq. (9.3)). De plus, sachant Eq. (9.5), on peut
trouver pour le glissement fréquentiel induit par les sources et pertes acoustiques
d 1/dt :
d 1
dt
=   ✏h
⌘ˆ1!1
cos(!1t+  1) (9.9)
On peut alors définir une nouvelle fréquence d’oscillation ! telle que :
! = !1 +
d 1
dt
(9.10)
A partir des solutions Eqs. (9.8) et (9.9), on peut observer que le niveau ⌘ˆ1
et la phase  1 évoluent lentement pour ✏ petit :
d⌘ˆ1
dt
= O(✏), d 1
dt
= O(✏) (9.11)
Les équations (9.8) et (9.9) peuvent être résolues directement. Néanmoins, pour
lisser les eﬀets à temps courts, on peut moyenner sur la période acoustique
("averaging method"). Ceci est correct car les variations de la phase et du
niveau d’amplitude sont lentes (Eqs. (9.11)). On définit donc la moyenne à
l’instant t telle que :
d⌘ˆ1
dt
=
1
T
ˆ t+T/2
t T/2
  ✏h
!1
sin(!1⌧ +  1)d⌧ (9.12)
d 1
dt
=
1
T
ˆ t+T/2
t T/2
  ✏h
⌘ˆ1!1
cos(!1⌧ +  1)d⌧ (9.13)
avec la période acoustique T = 2⇡/!1. L’approximation faite en substituant ⌘ˆ1
par ⌘ˆ1 est de l’ordre de ✏ dans l’équation (9.3). Il en est de même pour la phase
 1 :
⌘ˆ1 = ⌘ˆ1 +O(✏),  1 =  1 +O(✏) (9.14)
On trouve alors que l’approximation faite sur la dérivée est de l’ordre de ✏2 :
d⌘ˆ1
dt
=
1
T
ˆ t+T/2
t T/2
 ✏h(⌘ˆ1, 1)
!1
sin(!1⌧ +  1)d⌧ +O(✏2) (9.15)
180 Chapitre 9 - Modèle d’ordre réduit faiblement non-linéaire
d 1
dt
=
1
T
ˆ t+T/2
t T/2
 ✏h(⌘ˆ1, 1)
⌘ˆ1!1
cos(!1⌧ +  1)d⌧ +O(✏2) (9.16)
Cette approche présentée est la méthode des moyennes ("averaging method")
et est équivalente à l’approche "two-timing" (Strogatz (2018)). Sachant que h
est une fonction présentant des non-linéarités, elle est usuellement une fonction
polynomiale de ⌘1 et ⌘˙1 de type oscillateur de Van der Pol comme dans les
articles suivants :Strogatz (2018), Noiray et al. (2011), Bonciolini et al. (2017),
Moeck et al. (2018).
Dans la section suivante, on propose une modélisation inspirée de l’approche
"averaging method" où ✏h est une fonction simplifiée par des modélisations
d’ordre réduit mais évaluée numériquement à chaque pas de temps.
9.2 Approche non-linéaire pour l’ITHAC
9.2.1 Pertes et source acoustiques linéaires
On cherche maintenant à exprimer la fonction ✏h sous la forme de taux de
croissance ↵ et de glissements fréquentiels  !.
En linéaire, on suppose que le signal de pression est une fonction de n-signaux
(pour n-modes) du type (chapitre 6) :
⌘n = ⌘ˆn,0 exp(↵nt)| {z }
⌘ˆn(t)
cos(!t) (9.17)
avec ⌘ˆn le niveau du signal, ↵n le taux de croissance et ! = !n +  !n la
fréquence angulaire qui intègre un glissement fréquentiel  !n par rapport au
mode acoustique pur !n. La dérivée première peut donc s’écrire comme :
⌘˙n = ⌘ˆn,0 exp(↵nt) [↵n cos(!t)  ! sin(!t)] (9.18)
Sa dérivée seconde est égale à :
⌘¨n = ⌘ˆn,0 exp(↵nt)
⇥
↵n(↵n cos(!t)  ! sin(!t))  ↵n! sin(!t)  !2 cos(!t)
⇤
(9.19)
En substituant l’équation (9.17) dans l’expression précédente, on trouve :
⌘¨n+!
2
n⌘n =  (2!n !n+ !2n ↵2n)⌘2n 2↵n(!n+ !n)⌘ˆn sin((!n+ !n)t) (9.20)
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Comme on suppose que le système est faiblement non-linéaire, le glissement
fréquentiel et le taux de croissance sont faibles par rapport à la fréquence :
↵2n ⌧ !n !n,  ! ⌧ !n (9.21)
On a donc l’équation d’amplitude suivante :
⌘¨n + !
2
n⌘n =  2!n !n⌘2n   2↵n(!n +  !n)⌘ˆn sin((!n +  !n)t) (9.22)
On peut réécrire ⌘n sous la forme suivante (comme dans la section 9.1) :
⌘n = ⌘ˆn(t) cos(!nt+  n(t)) (9.23)
et le glissement fréquentiel  !n est donné par définition par :
 !n =
d n
dt
(9.24)
L’équation d’amplitude (9.22) peut donc s’écrire comme :
⌘¨n + !
2
n⌘n =  2!n
d n
dt
⌘2n   2↵n(!n +
d n
dt
)⌘ˆn sin(!nt+  n(t)) (9.25)
Par identification dans les Eqs. (9.3) et (9.25), on trouve :
✏h =  2!nd n
dt
⌘2n   2↵n(!n +
d n
dt
)⌘ˆn sin(!nt+  n(t)) (9.26)
On suppose que les pertes acoustiques sont linéaires et que seule la source
présente des non-linéarités permettant de converger vers un cycle limite (cha-
pitres 6 et 5). Dans le chapitre 6, des expressions analytiques pour les pertes
acoustiques ont été données sous la forme d’un taux de croissance ↵l et d’un
glissement fréquentiel  !l tel que :
↵l = ↵FT + ↵t + ↵i + ↵inert,  !l =  !t +  !inert (9.27)
avec les indices l, FT , t, i, inert correspondant, respectivement, aux pertes
acoustiques, au "flow-turning", à la tuyère, à l’injection (par le propergol) et aux
particules inertes. Dans l’outil, on ne modélise pas pour l’instant le glissement
fréquentiel induit par la tuyère ( !t = 0), car on suppose qu’elle est très courte.
9.2.2 Source non-linéaire
Dans cette sous-section, on décompose le terme de droite de l’équation (9.25)
en termes source et pertes acoustiques. La source est définie par SITHAC et les
pertes par un glissement fréquentiel  !l et un taux de croissance ↵l. On suppose
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qu’il n’y a pas de couplage non-linéaire entre la source et les pertes. Seule la
source intègrera des non-linéarités.
Par décomposition linéaire de l’équation (9.25), on trouve l’équation sui-
vante :
⌘¨n+!
2
n⌘n =  2!n !l⌘2n   2↵l(!n +
d n
dt
)⌘ˆn sin(!nt+  n(t)) + SITHAC| {z }
✏h
(9.28)
avec d n/dt le décalage fréquentiel induit par les pertes acoustiques (↵l,  !l)
et la source de combustion SITHAC .
Les pertes acoustiques (↵l et  !l) sont données au chapitre 6. La source
non-linéaire SITHAC est explicitée dans la sous-section suivante. Cette équation
Eq. (9.28) peut être utilisée en multi-fréquentiel ou mono-fréquentiel.
Pour du multi-fréquentiel, des transferts d’énergie acoustique entre modes
n’auront lieu que par le terme source SITHAC non-linéaire et non orthogonal
associé à la combustion de l’aluminium.
On rappelle que l’on se limitera à du mono-fréquentiel car en multi-fréquentiel
le système peut devenir chaotique (dimension de l’espace de phase supérieure
ou égale à 3, Strogatz (2018)). En particulier, la modélisation faiblement non-
linéaire ne peut être valable en multi-fréquentiel qu’à condition d’un couplage
très faible entre les modes.
Le terme source SITHAC de l’équation d’amplitude Eq. (9.28) se définit
comme :
SITHAC =     1
E2n
ˆ
V
 n
@q˙
@t
dV (9.29)
avec  n le nième mode acoustique, E2n l’énergie acoustique correspondante et
@q˙/@t la dérivée temporelle du taux de dégagement de chaleur. On rappelle
pour l’énergie acoustique la relation suivante :
E2n =
✓ˆ
V
 2ndV
◆
(9.30)
Pour une géométrie cylindrique fermée-fermée, le nième mode de pression  n
peut s’écrire :
 n = cos(kx), k =
!n + d n/dt
a0
,  !n = d n/dt (9.31)
avec k la longueur d’onde, a0 la vitesse du son et d n/dt le glissement fréquen-
tiel.
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Dans l’équation (9.29), on remarque la nécessité de modéliser la dérivée tem-
porelle du taux de dégagement de chaleur local induit par la combustion des
gouttes @q˙/@t. Cette quantité est à l’origine du comportement non-linéaire du
système. La non-linéarité est donc très liée à l’instationnarité de la combus-
tion de l’aluminium. Or, notre connaissance de la combustion de l’aluminium
est incomplète (chapitre 3). De plus, il n’y a pas d’essais expérimentaux sur
des MPS qui permettraient d’évaluer empiriquement le terme source S par
des polynômes, comme cela est fait généralement pour une instabilité thermoa-
coustique (Strogatz (2018), Noiray et al. (2011), Bonciolini et al. (2017), Moeck
et al. (2018)).
Comme dans l’ensemble du manuscrit, on maintient le choix du modèle ASSM
pour la combustion des gouttes mais la modélisation non-linéaire de S doit être
relativement flexible au changement de modèle de combustion.
La dérivation analytique d’une modélisation linéaire est assez complexe pour
les fluctuations du taux de dégagement de chaleur, même pour un modèle aussi
simple que le modèle ASSM (chapitre 7). La linéarisation suppose de ne consi-
dérer que les termes de fluctuations d’ordre 1. Pour le faiblement non-linéaire,
cela présuppose d’intégrer en plus les termes d’ordre 2, voire d’ordre 3. Ceci est
possible analytiquement mais implique des expressions assez complexes et des
developpements beaucoup plus lourds. De plus, ces développements analytiques
pour le non-linéaire seraient limités au modèle de combustion choisi, donc ne
permettent pas aisément de changer de modèle.
On sait également depuis les chapitres 5 et 7 que le taux de dégagement de
chaleur moyen local évolue en fonction de l’amplitude. Donc, il ne suﬃt pas de
modéliser seulement les fluctuations du taux de dégagement de chaleur autour
du champ moyen. Il faut également évaluer la dépendance du champ moyen du
taux de dégagement de chaleur à l’amplitude.
Pour répondre à une flexibilité du choix de modèle de combustion, éviter des
développements analytiques trop lourds et intégrer la dépendance du champ
moyen, le plus raisonnable est de calculer le taux de dégagement de chaleur
q˙(r, x, t) à tout instant et pour chaque point du maillage, comme cela est fait
par simulation numérique CPS. Par contre, la réduction d’ordre sera eﬀectée
sur la modélisation de grandeurs dont le taux de dégagement de chaleur q˙ dé-
pend.
On rappelle l’expression du taux de dégagement de chaleur q˙ suivant le mo-
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dèle ASSM (chapitre 3) :
q˙ = Np⇡D
µ
Pr
ln(1 + B)Sh ( Hr + CTsat   Cv,gTg)H(D  Dr) (9.32)
avec µ la viscosité du gaz et Pr le nombre de Prandtl supposés constants et
connus (donnés dans les conditions de la simulation CPS), Np le nombre de
gouttes par volume, D le diamètre de gouttes, B le nombre de Spalding, Sh le
nombre de Sherwood,  Hr l’enthalpie de réaction, C la capacité calorifique des
gouttes, Tsat la température des gouttes en réaction, Cv,g la capacité calorifique
du gaz à volume constant, Tg la température du gaz et Dr le diamètre résiduel.
Pour réduire la modélisation du taux de dégagement de chaleur (Eq. (9.32)),
on propose de simplifier la modélisation des grandeurs suivantes : Np, B, Sh et
D.
L’eﬀet des fluctuations du nombre de particules par volume Np est négligeable
sur le taux de dégagement de chaleur dans le domaine linéaire (chapitre 7).
Sachant que l’on suppose le système faiblement non-linéaire, on négligera ici
également les fluctuations du nombre de particules par volume Np ⇡ Np,0.
On rappelle l’expression du nombre de Spalding B (modèle ASSM, chapitre 3) :
B =
Cp,g(Tg   Tsat) + Hr
Lv
(9.33)
avec Lv la chaleur latente de vaporisation. Les variables physiques dans le
nombre de Spalding B sont constantes sauf l`a température des gaz Tg qui doit
être modélisée. Dans le domaine linéaire, l’impact des fluctuations de tempé-
rature du gaz Tg sur le taux de dégagement de chaleur q˙ peuvent être négli-
gées (chapitre 7). Si on suppose que cette hypothèse se vérifie aussi en faible-
ment non-linéaire, il suﬃt donc de modéliser la température moyenne du gaz
Tg ⇡ Tg,0.
Le nombre de Sherwood modélise les eﬀets de convection et est donné par
la corrélation de Ranz-Marshall :
Sh = 2 + 0.6Rep
1/2Pr1/3, Rep =
⇢g| up|D
µ
(9.34)
Le nombre de Reynolds Rep dépend de grandeurs calculées : ⇢g la masse volu-
mique,  up la vitesse relative particulaire et D le diamètre des gouttes.
Dans le domaine linéaire, au chapitre 7, il a été mis en évidence que les fluc-
tuations de masse volumique ⇢g étaient négligeables, on peut supposer qu’il en
Part IV - Analyse faiblement non-linéaire 185
est de même dans le domaine faiblement non-linéaire. Seule la masse volumique
moyenne du gaz doit être modélisée ⇢g ⇡ ⇢g,0.
Les variations temporelles de vitesse  up = up   u et de diamètre particulaire
D sont importantes à considérer puisque ces deux variables sont à l’origine des
fluctuations du taux de dégagement de chaleur (chapitre 7). Néanmoins, on peut
supposer que les fluctuations de vitesse radiales sont négligeables (chapitre 7) :
v ⇡ v0, vp ⇡ vp,0 (9.35)
Pour calculer l’évolution temporelle du taux de dégagement de chaleur, on
doit donc modéliser les grandeurs suivantes : Np ⇡ Np,0, ⇢g ⇡ ⇢g,0,  vp ⇡  vp,0,
Tg ⇡ Tg,0,  up(t) et D(t). Les modèles de ces variables physiques sont proposées
dans la section suivante.
9.3 Modélisations physiques d’ordre réduit
Les modèles des grandeurs nécessaires au taux de dégagement de chaleur
sont présentés dans cette section en deux sous-sections : les grandeurs du
champ particulaire (Np, vp, D(t), up(t)) et les grandeurs du champ gazeux
(u(t), v0, ⇢g, Tg), correspondant respectivement à la sous-section 9.3.1 et à la
sous-section 9.3.2. Certains de ces modèles nécessitent d’être discrétisés sur un
maillage.
Les dérivées longitudinales sont négligées. Le maillage correspond alors à du
2D-axi simplifié par des tranches radiales 1D le long de la chambre.
9.3.1 Champ particulaire
Dans l’analyse linéaire de la source (chapitre 7), on a supposé que les par-
ticules avaient une trajectoire quasi-radiale et les fluctuations du taux de dé-
gagement de chaleur ont pu être correctement reproduites par le modèle. Pour
le faiblement non-linéaire, on suppose donc également que les particules ont
une trajectoire quasi-radiale. Soit l’équation de conservation des Np gouttes
par volume (chapitre 7) :
dNp
dt
=  Npr · up ⇡|{z}
1D
 Np@vp
@r
(9.36)
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Figure 9.1 – Vitesse particulaire radiale vp ⇡ vp,0
Pour modéliser la grandeur Np, il est donc nécessaire de modéliser la vitesse
particulaire radiale vp. On suppose que les fluctuations de vitesse radiale par-
ticulaire sont négligeables vp = vp,0 (chapitre 7). Pour proposer une modéli-
sation de la vitesse particulaire, il faut tout d’abord l’observer dans un cas
générique de simulation numérique. On prendra le cas instable de référence
(chapitre 4), dont on rappelle les principales caractéristiques : diamètre d’in-
jection Di = 120 µm, diamètre résiduel Dr = 60 µm, injection à l’équilibre
gaz-particules vp,i =  vi < 0.
On montre à la figure 9.1 le champ de vitesse particulaire vp (moyenné tempo-
rellement) pour ce calcul instable, zoomé sur l’épaisseur de combustion. Hors de
cette zone de combustion, en régime inerte, le champ est laissé en blanc (mais
est calculé par la simulation numérique).
La figure 9.1 montre que la vitesse particulaire vp décroit très faiblement en
valeur absolue. Les iso-contours sont tous les 0.1 m/s. On observe donc que la
vitesse vp peut être supposée constante dans la zone de combustion et égale à
la vitesse d’injection, si on accepte une erreur de 10% en fin de vie des gouttes :
vp =  vi (9.37)
On présuppose que cette observation peut être étendue à d’autres configu-
rations de diamètres d’injection et résiduel, tant que les gouttes sont injectées
à l’équilibre. Comme la vitesse particulaire est uniforme, l’équation de conser-
vation de Np (Eq. (9.36)) se simplifie donc :
dNp
dt
⇡ 0 (9.38)
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(a) A l’instant t (b) A l’instant t+ t
Figure 9.2 –Modélisation Lagrangienne "parcel" du champ particulaire. Trajectoires
radiales 1D
Le nombre de gouttes Np se conserve donc le long de la trajectoire (radiale) des
gouttes. On adopte une modélisation lagrangienne du champ particulaire car
elle permet de gérer facilement plusieurs classes de gouttes. Dans ce manuscrit,
on rappelle que l’on se limite néanmoins à une seule classe de goutte.
Compte tenu du nombre de particules à suivre en lagrangien (Np ⇡ 3.8⇥108,
chapitre 4), il est préférable de ne modéliser qu’une partie d’entre elles, des
gouttes "pilotes", représentatives d’un ensemble de gouttes dans un volume
donné. L’approche choisie appartient à la famille des "Point-volume parcel re-
presentations" (Loth (2000), Crowe and Willoughby (1967), O’Rourke (1981)).
Elle est représentée à la figure 9.2. On sait que les gouttes se déplacent radia-
lement à une vitesse vp constante. A chaque pas de temps  t les gouttes se
situent à une position rp + rp, pour une position initiale rp, tel que :
 rp = vp t (9.39)
On définit donc une cellule dans le maillage de taille  r =  rp. Ainsi, à chaque
pas de temps  t, la goutte "pilote" passe d’une cellule à sa voisine, dans la di-
rection radiale.
Pour la phase particulaire, des modèles ont été proposés pour Np et vp et
le formalisme lagrangien est privilégié pour la phase particulaire. Il reste à pro-
poser une modélisation pour D et up, dans ce formalisme lagrangien.
Dans la modélisation lagrangienne, chacune des gouttes "pilotes" suit simple-
ment la loi du D2 jusqu’à la condition D = Dr (modèle ASSM, chapitre 3) :
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dD2
dt
=  4µ ln(1 + B)Sh
Pr⇢p
H(D  Dr) (9.40)
avec le nombre de Sherwood Sh qui dépend de l’écoulement gaz-particules.
Cette équation est discrétisée dans l’outil sur le maillage représenté à la fi-
gure 9.2.
Tout comme l’acoustique, on suppose que le champ de vitesse particulaire peut
être supposé linéaire (au vu des faibles niveaux atteints en cyle limite (cha-
pitre 4) et se décompose comme :
up(t) = up,0 + up,1(t) (9.41)
avec up,0 la vitesse particulaire longitudinale sans fluctuations et up,1 les fluc-
tuations de vitesse particulaire longitudinales. La vitesse sans fluctuations up,0
suit l’équation de transport suivant :
dup,0
dt
=
u0   up,0
⌧d,0
(9.42)
avec dt = dr/vp et le temps caractéristique de trainée sans fluctuations ⌧d,0
(Eq. (3.29)) :
⌧d,0 =
1 + B
1 + 0.15Rep,0
0.687
⇢pD20
18µ
(9.43)
avec ⇢p la masse volumique des gouttes, donnée en condition initiale, D0 le
diamètre de gouttes sans fluctuations qui doit être calculé par :
dD20
dt
=  4µ ln(1 + B)Sh0
Pr⇢p
H(D0  Dr) (9.44)
Pour exprimer les fluctuations de vitesse particulaire up,1, on fait le choix
ici d’utiliser un modèle sans intégration sur la trajectoire de la goutte (pour
éviter le cumul d’erreurs). Dans l’outil, c’est le modèle de Temkin and Dobbins
(1966) qui est implémenté 1 :
up,1 = Re (uˆp exp(i!nt+  n)) , uˆp = uˆ
1 + i!n⌧d
(9.45)
où ⌧d est le temps caractéristique de trainée de la goutte, ·ˆ indique les fluctua-
tions dans l’espace de Fourier.
Pour compléter la modélisation de la combustion des gouttes, il faut main-
tenant proposer des modèles pour le champ gazeux.
1. Ce modèle peut être incomplet comme cela a été démontré au chapitre 7. Il serait
intéressant dans les travaux futurs d’utiliser un modèle plus abouti, soit celui avec intégrale
du chapitre 7 soit celui sans intégrale du chapitre 8.
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9.3.2 Champ gazeux
Pour le champ gazeux, il faut modéliser les grandeurs suivantes :
— la masse volumique du gaz dans la zone de combustion ⇢g
— la température du gaz dans la zone de combustion Tg
— la vitesse longitudinale sans fluctuations u0
— la vitesse radiale sans fluctuations v0
— les fluctuations de vitesse longitudinale u1
La modélisation du gaz choisie est basée sur une modélisation eulérienne
simplifiée.
Les fluctuations de vitesse gaz u1 sont modélisées par le modèle de Flandro
(Flandro et al. (2000), voir chapitre 7) :
u1 = Re (uˆ exp(i!nt+  n)) , uˆ = uˆac + uˆrot (9.46)
où la partie acoustique est définie comme pour une chambre fermée-fermée :
uˆac =   i⌘ˆn
a0⇢
sin(kx), k =
!n + d n/dt
a0
(9.47)
avec k la longueur d’onde, a0 la vitesse du son, ⇢ la densité du mélange gaz-
particules et ⌘ˆn le niveau du signal du nième mode de pression. La partie rota-
tionnelle de la vitesse par le modèle de Flandro s’exprime :
uˆrot =   i⌘ˆn
a0⇢
⇣
 
r
R
sin(kx sin⇥)e +i
Sr
⇡ ln(tan
⇥
2 )
⌘
(9.48)
avec   une expression complexe donné par Flandro et al. (2000), ⇥ = ⇡2
 
r
R
 2
et   :
  =
C 
Sr
✓
r
R
sin⇥+ i
⇠R
Srr sin(⇥)
◆
(9.49)
où R est le rayon de la chambre, Sr est le nombre de Strouhal de l’écoulement
et ⇠ un paramètre de viscosité et C  une constante d’intégration donnée par
Flandro et al. (2000) :
Sr =
!R
vi
, ⇠ =
Sr
2
Rei
, C  =  
Sr
3
  
Sr
2 + ⇠
   iSr⇠  
Sr
2 + ⇠
 2
+ (Sr⇠)
2
(9.50)
avec vi la vitesse d’injection et Rei = ⇢gviRµ le nombre de Reynolds à l’injection.
La masse volumique ⇢g et la température du gaz Tg évoluent dans la zone
de combustion, néanmoins, on supposera que leur évolution est faible et elles
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peuvent être approximées par la moyenne aux deux bornes de la zone de com-
bustion (i : injection, pc : post-combustion, dans la chambre après combustion
des gouttes) :
⇢g ⇡ ⇢g,i + ⇢g,pc
2
, Tg ⇡ Tg,i + Tg,pc
2
(9.51)
On cherche maintenant à modéliser la vitesse moyenne du gaz (u0, v0) dans
la zone de combustion.
Dans la chambre d’un MPS, les vitesses moyennes axiale u0 et radiale v0 du
champ gazeux sans combustion distribuée de gouttes d’aluminium sont clas-
siquement modélisées par le modèle de Taylor-Culick (Culick (1966), Taylor
(1956), chapitre 1), rappelé en suivant. On utilise l’indice TC pour le modèle
de Taylor-Culick :
vTC =  R
r
vi sin⇥
uTC = ⇡
x
R
vi cos⇥
(9.52)
avec ⇥ défini comme :
⇥ =
⇡
2
⇣ r
R
⌘2
(9.53)
Néanmoins, ce modèle ne peut s’appliquer directement dans le cas où l’on a
une combustion distribuée qui modifie l’écoulement.
Après combustion de l’aluminium, on peut supposer que l’écoulement de
Taylor-Culick est correct, si cette zone est suﬃsamment mince. Ceci reviendrait
à substituer la condition d’injection (vi) par la condition de l’écoulement après
combustion de l’aluminium (vpc). La vitesse radiale post-combustion vpc peut
être évaluée en supposant l’écoulement strictement radial dans cette zone. Par
conservation du débit injecté on a :
vpc ⇡ ⇢ivi
⇢g,pc
(9.54)
avec ⇢i la masse volumique du mélange gaz-particules à l’injection (équilibre
dynamique gaz-particules) et ⇢g,pc la masse volumique du gaz dans la chambre
après combustion de l’aluminium (on suppose que la fraction particules inertes
après combustion est négligeable). Il est possible de prendre en compte de nou-
veau la variation longitudinale de cette grandeur (chapitre 1). Ici, on se conten-
tera de la valeur au fond-avant (⇢g,pc ⇡ ⇢g,pc(x = 0)).
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(a) u0, vitesse longitudinale (b) v0, vitesse radiale
Figure 9.3 – Champ de vitesse moyen du gaz dans la zone de combustion
Pour étendre le modèle de Taylor-Culick dans la zone de combustion, on se pro-
pose d’abord d’observer numériquement les champs de vitesse moyenne (u0,v0)
dans la zone de combustion à la figure 9.3 pour la situation 120  60 µm (cha-
pitre 4).
La figure 9.3(b) illustre la variation de la vitesse v0 dans la zone de combustion
de l’aluminium. On trouve que la variation de v0 est négligeable dans la di-
rection longitudinale et faible dans la direction radiale. A priori, l’épaisseur de
la zone de combustion n’étant pas connue, on propose la modélisation simple
suivante (où v0 est une constante) :
v0 =
vi + vpc
2
(9.55)
On rappelle qu’il n’est pas nécessaire de modéliser l’écoulement hors de la zone
de combustion.
La figure 9.3(a) montre une augmentation de la vitesse u0 avec la position
x et avec un éloignement de la surface du propergol, ce qui est typique de la
solution de Taylor-Culick. L’eﬀet du fond-arrière ne se fait ressentir qu’à partir
de la position x/L = 0.9. On peut donc penser que la tendance de la solution
de Taylor-Culick, rappelée ci-dessous, peut être suﬃsante :
u0 ⇠ uTC =  ⇡ x
R
vi,TC cos
✓
⇡
2
⇣ r
R
⌘2◆
(9.56)
Pour approximer au mieux u0 par uTC , on suppose que la grandeur vi,TC dans
l’équation (9.56) est un paramètre libre à déterminer. Compte tenu de l’eﬀet de
la combustion, on s’attend à ce que ce paramètre libre ne soit pas nécessairement
la vitesse d’injection vi.
192 Chapitre 9 - Modèle d’ordre réduit faiblement non-linéaire
Figure 9.4 – Champ de vitesse d’injection vi,TC (Eq. (9.57))
Soit u0 ⇡ uTC , on se propose d’observer la valeur vi,TC , tel que (Eq. (9.56)) :
vi,TC =   u0
⇡ xR cos
⇣
⇡
2
 
r
R
 2⌘ (9.57)
La figure 9.4 montre la valeur de la vitesse d’injection vi,TC qu’il faudrait pour
l’égalité u0 = uTC dans la zone de combustion des gouttes d’aluminium. On
observe que la valeur vi,TC est quasiment constante dans la zone de combustion.
Cela valide donc la possibilité d’utiliser le modèle de Taylor-Culick. On peut y
lire la valeur numérique à utiliser, elle se situe aux alentours de :
vi,TC ⇡ 2.4 m/s (9.58)
Pour les paramètres physiques suivants (cas de calcul D 2 [120, 60] µm, cha-
pitre 4) : (i) ⇢ivi = 24.6337 kg/m2/s et (ii) ⇢g,Chambre = 0.445 kg/m3, on
trouve analytiquement une vitesse post-combustion des gaz de (Eq. (9.54)) :
vpc ⇡ 2.3584 m/s (9.59)
et la vitesse d’injection vaut :
vi = 2.1236 m/s (9.60)
Par la figure 9.4, on trouve donc que la vitesse d’injection la plus adéquate
avec le modèle de Taylor-Culick est celle de la vitesse post-combustion :
vi,TC = vpc (9.61)
Soit :
u0 =  ⇡ x
R
vpc cos
✓
⇡
2
⇣ r
R
⌘2◆
(9.62)
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Dans cette section, des modèles physiques ont été proposés pour le nombre de
particules par volume Np, la vitesse radiale particulaire vp, le diamètre parti-
culaire D(t), la vitesse particulaire longitudinale up(t), la vitesse longitudinale
du gaz u(t), la vitesse radiale du gaz v0, la masse volumique du gaz ⇢g et la
température du gaz Tg.
Des hypothèses fortes ont été utilisées pour la modélisation du champ moyen
et justifieraient d’être remises en cause. En eﬀet, souhaiter capturer les non-
linéarités revient à devoir modéliser la réponse de la combustion à l’ordre 2
en fluctuations (chapitre 5) alors que le champ moyen correspond à l’ordre 0.
Cette modélisation a été adoptée pour une première analyse et ne permet pas
à ce stade d’assurer de délivrer un outil prédictif.
Dans la section suivante, on aborde l’algorithme de résolution de l’outil
d’ordre réduit.
9.4 Résolution numérique
Suite à la description des modèles physiques, on aborde ici la structure du
code qui résout le système d’équations et les schémas numériques utilisés. En
particulier, l’algorithme général de l’outil numérique d’ordre réduit est présenté.
Il est schématisé à la figure 9.5.
Le code débute par une phase d’initialisation où (i) le maillage est défini
(tranches 1D radiales, figure 9.2), (ii) les conditions initiales, à l’injection et
dans la chambre sont données, (iii) les modèles pour le champ moyen sont dé-
rivés.
Pour le champ moyen, des équations diﬀérentielles ordinaires (présentant une
dérivée radiale) sont discrétisées : (iii)a. une équation de transport pour la
vitesse longitudinale particulaire up,0 (Eq. (9.42)) et (iii)b. une équation de
transport pour le diamètre particulaire D0 (Eq. (9.44)). Pour ces deux équa-
tions, un simple schéma d’ordre 1 est utilisé.
Ensuite, on rentre dans la boucle temporelle, où l’amplitude est résolue avec
une décomposition en niveau ⌘ˆ et phase  , utilisant la "averaging method"
(Eqs. (9.63) et (9.64)) :
d⌘ˆ
dt
=
1
2⇡
ˆ t
t T
 ✏h sin(!1⌧ +  )d⌧ (9.63)
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Figure 9.5 – Algorithme de l’outil d’ordre réduit
d 
dt
=
1
2⇡
ˆ t
t T
 ✏h
⌘ˆ
cos(!1⌧ +  )d⌧ (9.64)
avec T = 2⇡/!1 = 1/f1 la période acoustique, !1 le fréquence angulaire du
mode acoustique pur, ! = !1 + d /dt la fréquence excitée à l’instant t et :
✏h =  2!1 !l⌘2   2↵l(!1 + d dt )⌘ˆ sin(!1t+  ) + S (9.65)
avec S le terme source induit par la combustion de l’aluminium (Eq. (9.29)),
↵l le taux de croissance relatif aux pertes acoustiques et  !l le glissement fré-
quentiel induit par les pertes acoustiques.
La discrétisation temporelle utilisée pour le système Eqs (9.63) et (9.64) est
de type Euler explicite avec un pas de temps défini tel que (sous-section 9.3.1) :
 t =
 r
|vp| (9.66)
avec  r la taille de maille (uniforme) et vp la vitesse particulaire constante.
Afin de minimiser le temps de calcul, il faut éviter de mailler la zone inerte. Le
maillage doit donc être défini initialement au plus près de la zone de combustion.
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On remarque que la moyenne temporelle (Eqs. (9.63) et (9.64)) est décentrée
amont, c’est-à-dire de t T à t. L’intégration numérique est une intégration de
type rectangle.
Ce système d’équations pour l’amplitude (Eqs. (9.63) et (9.64)) dépend des
pertes acoustiques et de la source SITHAC à calculer. Des modèles linéaires pour
les pertes acoustiques sont alors définis. Ils prennent en compte la fréquence ex-
citée ! ainsi que la longueur d’onde k, définies à l’instant t. La source SITHAC
est fonction des fluctuations de l’écoulement.
Les fluctuations de vitesse gaz et particules (u1, up,1) sont donc modélisées dans
un premier temps (Eqs. (9.46) et (9.45)) puis le nombre de Sherwood est évalué
à l’instant t pour chaque goutte "pilote" de diamètre D. Les gouttes s’évapo-
rant, le diamètre D des gouttes régresse. Sa régression dépend de l’écoulement.
Une équation diﬀérentielle ordinaire est donc discrétisée pour le diamètre par-
ticulaire D à chaque instant et pour chaque position (Eq. (9.40), formalisme
lagrangien). La discrétisation deD a été supposée nécessairement précise afin de
capturer eﬃcacement les fluctuations. Un schéma de type Runge-Kutta d’ordre
4 a donc été mis en place. L’évaporation non-linéaire des gouttes induit un
taux de dégagement de chaleur q˙(r, x, t). La variation temporelle du taux de
dégagement de chaleur @q˙/@t est calculé avec un schéma explicite d’ordre 1.
On peut alors définir le terme source S.
L’amplitude ⌘ fonction de (⌘ˆ,  ) peut donc enfin être évaluée. La phase  
modifie également la longueur d’onde qui est recalculée à chaque instant t. Le
glissement en longueur d’onde k a été estimé comme potentiellement non négli-
geable, notamment pour la source S (Eqs. (9.30) et (9.31)) car la combustion
est distribuée le long de la chambre, le long du mode acoustique. La nouvelle
longueur d’onde est donc calculé à chaque instant à partir de la fréquence ! :
k =
!
a0
=
!1 + d /dt
a0
(9.67)
La boucle temporelle se répète ensuite jusqu’au temps final défini par l’uti-
lisateur.
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9.5 Résultats de l’outil développé
L’outil précédemment présenté est testé dans cette section, comparé à des si-
mulations numériques CPS 2 et les résultats de l’outil sont analysés. On confronte
l’outil d’ordre réduit à des simulations numériques CPS eﬀectuées dans le ma-
nuscrit de thèse au chapitre 5. Il s’agit des calculs avec le modèle de combustion
ASSM où le diamètre résiduel Dr est le paramètre libre. Ils sont résumés à la
table 9.1 : Dr 2 [50, 60, 70] µm. On se limitera à ces cas à proximité du cas de
référence Dr = 60 µm pour lequel les modèles du champ moyen ont été dérivés
et validés (section 9.3). Les taux de croissance ↵, niveau du signal au cycle
limite ⌘ˆ et fréquence au cycle limite f obtenus par les simulations numériques
CPS sont rappelés à la table 9.1.
Pour la validation entre l’outil d’ordre réduit et les simulations numériques
CPS, les paramètres d’entrée sont identiques, excepté la fréquence du mode
propre !1. Sachant que la géométrie de la tuyère n’est pas intégrée dans l’outil,
celle-ci induisant un glissement fréquentiel (chapitre 7), la fréquence !1 = 2⇡f1
est ajustée au cas Dr = 60 µm pour obtenir la bonne fréquence au cycle limite.
L’amplitude est très dépendante de la fréquence excitée. La fréquence du mode
propre devrait être théoriquement f1 = 76 Hz et celle utilisée ici est f1 = 72.5
Hz.
Les mailles de l’outil sont de taille  r = 3.10 4 m et  x = 0.2 m. Pour le
maillage des simulations CPS, les mailles sont du même ordre en radial et dix
fois plus raﬃnées en longitudinal (chapitre 5).
Table 9.1 – Paramètres physiques et résultats pour chaque simulation numérique
CPS
Dr (µm) Tg,i (K) CP,g (J.kg 1.K 1)   ⌘ˆ (kPa) f (Hz) ↵ (s 1)
70 3466.17 2003.68 1.16051 13.7 71.8 6
60 3450.18 2000.00 1.16002 10.7 70.5 1
50 3438.65 1997.39 1.15967 0    3.7
L’initialisation du calcul a été faite à ⌘ˆ = 4 kPa et   = 0. En-dessous de
cette amplitude initiale, le cas de calcul Dr = 60 µm est stable 3. Par CPS, l’ini-
tialisation se fait par une simulation monophasique dans laquelle on injecte des
2. CPS : Code pour la Propulsion Spatiale utilisé pour eﬀectuer les simulations numériques
de ce manuscrit. L’annexe A définit ses fonctionnalités.
3. On vérifiera dans les analyses suivantes que ce cas de calcul est en limite de stabilité et
que dans le domaine dit "linéaire" le taux de croissance augmente légèrement avec l’amplitude.
Les autres cas de calcul ne sont pas en limite de stabilité et l’initialisation n’a donc pas
d’impact sur leur stabilité.
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particules en combustion. On peut donc penser que cela revient à une pertur-
bation d’au moins 4 kPa à l’instant initial. La figure 9.6 compare les amplitudes
des cycles limites obtenus par CPS et les évolutions des amplitudes calculées
par l’outil d’ordre réduit.
Le cas Dr = 50 µm est stable conformément à CPS. L’amplitude des cas
Dr = 60 µm et Dr = 70 µm est bien reproduite par rapport à CPS. La
proximité des résultats permet de valider l’hypothèse de pertes acoustiques
linéaires et que la convergence vers un cycle limite est essentiellement liée aux
non-linéarités de la source S.
(a) Dr = 50 µm (b) Dr = 60 µm
(c) Dr = 70 µm
Figure 9.6 – Amplitude de pression en fonction du temps : (i) en bleu le résultat
de l’outil, (ii) en rouge le niveau au cycle limite obtenue par CPS
Au cycle limite du cas Dr = 60 µm, la capacité de l’outil à calculer la position
de la frontière a également été évaluée (figure 9.7). En eﬀet, il a été observé
que le temps de combustion moyen et ses fluctuations jouaient un rôle impor-
tant pour l’instabilité : l’instabilité dépend fortement du nombre de Strouhal
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Figure 9.7 – Mouvement de frontière au cycle limite : (i) en rouge, position sans
fluctuations, (ii) en bleu, diﬀérentes positions données par l’outil, (iii) en noir, CPS
de combustion Sc = !tc,0 et le mouvement de frontière induit des fluctuations
du taux de dégagement de chaleur (chapitres 7 et 8, annexe C).
A la figure 9.7, les positions extremales et moyenne de la frontière calculées
par la simulation CPS sont représentées par des cercles noirs. Les lignes repré-
sentent les résultats de l’outil, en rouge la position sans oscillations acoustiques,
en bleu, à diﬀérents instants du cycle limite.
Dans la figure 9.7, on trouve donc une position quasi-identique de frontière
moyenne entre l’outil (ligne rouge) et CPS (cercles noirs), avec une légère dif-
férence proche du fond arrière x/L > 0.9. Cette faible diﬀérence est liée au
modèle de vitesse moyenne longitudinale u0 (voir figure 9.4). Cette faible diﬀé-
rence reste néanmoins tout à fait acceptable compte tenu des hypothèses faites.
La modélisation du champ moyen pour le calcul Dr = 60 µm est donc suﬃsante
pour reproduire la position moyenne de frontière.
Le battement de frontière calculé par l’outil (lignes bleues) se trouve dans le
domaine de battement calculé par CPS (cercles noirs). On trouve donc la bonne
amplitude de battement de frontière, à une même amplitude d’oscillations de
pression (Fig. 9.6).
On retrouve également une asymétrie du battement de frontière en x/L 2
[0.2; 0.6] par l’outil. Cette asymétrie est notamment un marqueur de non-
linéarités comme cela a été souligné au chapitre 5.
Le taux de croissance ↵ évalué numériquement par l’outil est défini comme
le rapport de la dérivée temporelle du niveau d⌘ˆ/dt sur le niveau ⌘ˆ du signal :
↵ =
d⌘ˆ
⌘ˆdt
(9.68)
Cette grandeur est calculée à tout instant par l’outil et est comparée au taux
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de croissance mesuré dans la simulation CPS (à faibles amplitudes) dans la
figure 9.8.
Les taux de croissance ↵ du cas Dr = 50 µm de l’outil et de CPS sont
négatifs (calcul stable). Durant tout le calcul, on peut supposer une réponse
de la combustion linéaire (faible amplitude). Néanmoins, le taux de croissance
donné par l’outil varie fortement en t 2 [1, 2] s (Fig. (9.8(a))). On remarque, à
la figure 9.8(a), que l’amplitude de pression ⌘ tend vers 0 dans cette zone.
Dans ce domaine de très faible amplitude, le maillage est critique et ne
permet plus de résoudre correctement le système. 4 Le taux de croissance calculé
n’est donc plus valable.
Cette problématique peut également être attendue avec CPS. Le taux de
croissance CPS est moyenné des petites à amplitudes modérées en linéaire. La
valeur CPS se retrouve entre les deux valeurs maximale et minimale de l’outil,
on peut donc penser que l’outil reproduit correctement le taux de croissance
pour ce cas de calcul.
Les deux autres cas Dr 2 [60; 70] µm sont représentés respectivement en fi-
gures 9.8(b) et 9.8(c). Suivant CPS, les deux cas sont instables (↵(t)   0).
Les deux taux de croissance ↵(t), calculés par l’outil, pour ces deux cas in-
stables, montrent d’abord une croissance faible puis une décroissance plus forte.
La croissance faible correspond à la zone linéaire (L.). C’est dans dans cette
zone que le taux de croissance est à comparer à la valeur CPS. Théoriquement,
le taux de croissance, en linéaire est constant. Numériquement, on observe une
variation qui peut être associée aux fluctuations du taux de dégagement de
chaleur induit par le battement de frontière qui sont strictement non-linéaires
même dans le domaine de petites fluctuations (chapitre 7, annexe C).
La stabilité linéaire, avec l’expression de taux de croissance linéarisés (cha-
pitres 6 et 7), peut donc parfois être trop approximative pour représenter le
comportement de l’instabilité dans le domaine de petites fluctuations.
La décroissance, en non-linéaire (N.L.), est liée à la réponse quadratique du
taux de dégagement de chaleur 5, identifiée au chapitre 5. A ↵ = 0, on a atteint
le cycle limite.
Dans la zone linéaire (L.), le cas Dr = 60 µm est très bien reproduit par
l’outil, alors que le cas Dr = 70 µm présente un écart non-négligeable. Ceci
peut s’expliquer par la modélisation du champ moyen qui a été dérivée à partir
4. Il a été vérifié que des maillages plus raﬃnés ou plus grossier donnaient des résultats
diﬀérents à ces très faibles amplitudes.
5. On rappelle que seul le taux de dégagement de chaleur peut être non-linéaire. Les pertes
acoustiques sont linéarisées.
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(a) Dr = 50 µm, régime linéaire (b) Dr = 60 µm
(c) Dr = 70 µm
Figure 9.8 – Taux de croissance de l’oscillation de pression en fonction du temps :
(i) en noir le résultat de l’outil, (ii) en rouge la valeur CPS. L. : linéaire, N.L. :
non-linéaire
du cas Dr = 60 µm et qui pourrait ne pas convenir pour le cas Dr = 70 µm. De
plus, la méthode utilisée pour mesurer le taux de croissance ↵ dans CPS peut
être remise en cause. En eﬀet, on estime une erreur de 1 s 1 dans la mesure du
taux de croissance. Enfin, dans la zone linéaire, pour Dr = 70 µm, la croissance
de ↵, calculée par l’outil, est non négligeable et signifie qu’il ne s’agit pas d’une
croissance strictement exponentielle du niveau. La méthode utilisée par CPS
suppose une exponentielle. Cette hypothèse peut donc induire une autre erreur
d’évaluation du taux de croissance CPS.
On rappelle que la fréquence du mode propre a été fixée à 72.5 Hz au lieu
de 76 Hz pour compenser l’absence de la modélisation de l’eﬀet de la tuyère
sur le glissement fréquentiel. Cette fréquence a été définie par rapport à la si-
mulation CPS Dr = 60 µm afin de retouver la bonne fréquence au cycle limite
par l’outil.
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(a) Dr = 60 µm (b) Dr = 70 µm
Figure 9.9 – Fréquence de l’oscillation en fonction du temps : (i) en bleu le résultat
de l’outil, (ii) en rouge la valeur CPS au cycle limite
La figure 9.9 montre l’évolution de la fréquence pour les deux cas de calculs
instables Dr = 60 µm et Dr = 70 µm. Proche de t = 0, les pertes et source
acoustiques peuvent être supposés linéaires (petite amplitude) et induisent un
glissement fréquentiel par rapport à f = 72.5 Hz. La fréquence pour les deux
cas évoluent faiblement jusqu’à se stabiliser à une valeur (cycle limite). Cette
faible variation de la fréquence entre domaine linéaire et domaine non-linéaire
implique que connaître la fréquence dans le domaine linéaire est suﬃsant pour
prédire la fréquence du cycle limite.
L’espace des phases (⌘˙, ⌘) est tracé pour chacun des cas de calculs. On rap-
pelle que l’initiation des calculs se fait à ⌘ˆ = 4 kPa. Le calcul Dr = 50 µm est
stable. On observe donc une convergence vers le point (⌘˙, ⌘) = (0, 0) pour ce
cas. Les calculs Dr = [60, 70] µm sont instables. On observe pour ces deux der-
niers un éloignement du cercle initial au cours du temps pour une convergence
vers un cycle limite. Le cas Dr = 60 µm est plus lent que le cas Dr = 70 µm
pour la convergence vers le cycle limite (lignes plus reserrées) et le cycle limite
atteint est de plus faible amplitude. Cette observation est en accord avec les
figures 9.8 et 9.6. Les dynamiques des trois cas sont eﬀectivement faiblement
non-linéaires car les lignes sont très reserrées, c’est-à-dire proches de fonctions
harmoniques.
9.6 Conclusion
Un outil basé sur une modélisation faiblement non-linéaire de la dynamique
du système permet de déterminer le niveau ⌘ˆ et la phase  , par une méthode
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(a) Dr = 50 µm
(b) Dr = 60 µm
(c) Dr = 70 µm
Figure 9.10 – Espace des phases (⌘˙, ⌘)
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des moyennes. Cette résolution permet d’utiliser des modèles analytiques déve-
loppés pour des signaux harmoniques. Les pertes acoustiques ont été supposées
linéaires et la source a été calculée à partir d’un champ moyen et de fluctuations
de l’écoulement modélisés. Ces modèles ont été validés pour un cas de calcul
unique Dr = 60 µm et mériteraient d’être revisités pour améliorer la précision
de l’outil.
De plus, la modélisation choisie de la source correspond au couplage du mode
de pression avec la dérivée temporelle des fluctuations du taux de dégagement de
chaleur. Le mode de pression est un mode fermé-fermé avec une forme de demi-
onde (1L). Les fluctuations du taux de dégagement de chaleur sont modélisées
par une réponse de la combustion aux fluctuations de vitesse (gaz et particules)
et de diamètre particulaire (comme le chapitre 7), sans linéarisation. La réponse
de la combustion calculée par l’outil peut donc être non-linéaire.
Les résultats permettent de confirmer que la non-linéarité de la réponse
du taux de dégagement de chaleur libéré par la combustion des gouttes est à
l’origine de la convergence vers un cycle limite. En particulier, on retrouve un
comportement quadratique, qui se manifeste par une décroissance du taux de
croissance (comme identifié au chapitre 5).
Il a également été mis en évidence que le taux de croissance en régime li-
néaire n’est pas strictement constant. Ce constat est en accord avec la note en
pied de page en fin du chapitre 7 qui explique que, même pour de très petites
fluctuations, la contribution frontière (fonction Heaviside) n’est pas strictement
linéarisable. Le taux de croissance de la source n’est donc pas strictement li-
néaire à cause du battement de frontière et ici cela se vérifie par l’outil d’ordre
réduit.
De plus, la fréquence excitée n’évolue que très peu entre les régimes linéaire
et non-linéaire. L’estimation de la fréquence dans le domaine linéaire est donc
une approximation acceptable pour la fréquence au cycle limite.
En perspective pour l’outil, il faudrait améliorer le champ moyen et le vali-
der davantage pour proposer un outil prédictif mono-fréquentiel (1L). Enfin,
il serait intéressant de le tester pour du multi-fréquentiel (1L, 2L, 3L, · · · )
afin de caractériser le transfert d’énergie acoustique entre modes induit par le
modèle de combustion. En parallèle de ces travaux, il est également nécessaire
d’améliorer le modèle de combustion des gouttes d’aluminium dans un moteur
à propergol solide par validation avec des essais expérimentaux et de l’intégrer
dans cet outil d’ordre réduit et dans le code CPS.

Conclusion
Une instabilité thermoacoustique a été étudiée par le biais de simulations nu-
mériques avec le code CPS, de modèles analytiques développés pour des petites
fluctuations de l’écoulement, de nombres adimensionnels et d’un outil d’ordre
réduit faiblement non-linéaire.
L’instabilité thermoacoustique, étudiée dans ce travail, est due à la combus-
tion instationnaire des gouttes d’aluminum induite par l’acoustique. La source
de l’instabilité dépend du produit des fluctuations de la pression avec les fluc-
tuations du taux de dégagement de chaleur induit par la combustion distribuée
des gouttes.
Les fluctuations du taux d’évaporation des gouttes d’aluminium sont contrô-
lées par les fluctuations de l’écoulement gazeux autour des gouttes. Elles en-
traînent alors des mouvements de flammes autour de gouttes. Ces mouvements
de flamme autour des gouttes induisent finalement des fluctuations du taux
de dégagement de chaleur. Les fluctuations du taux de dégagement de chaleur
détectées dans les simulations sont donc fortement liées à la modélisation de
la dynamique de la phase dispersée (évaporation, combustion, convection, in-
téractions gaz-particules).
Concernant la combustion des gouttes d’aluminium, il n’y a pas de réel consen-
sus dans sa modélisation. On a supposé dans ce travail qu’il n’y a pas d’eﬀet
de groupe, c’est-à-dire que les gouttes brûlent individuellement et sont isolées
les unes des autres. Trois phases ont été identifiées pour la combustion d’une
goutte d’aluminium isolée dans un environnement au repos : (i) une flamme
symétrique autour de la goutte, (ii) une asymétrie engendrée par la présence
d’un lobe d’alumine, (iii) une extinction abrupte pour une taille finie de la
goutte d’aluminium/alumine. Lors de la première phase (i), la loi du D2 est
utilisée pour déterminer le taux d’évaporation et de dégagement de chaleur. En
supposant que la phase (ii) asymétrique est courte par rapport au temps de
combustion de la goutte, on en conclut qu’elle est peu impactante sur l’instabi-
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lité et peut donc être négligée. La phase (iii) de fin de vie de la goutte nécessite
une modélisation abrupte pour représenter la chute du taux de dégagement de
chaleur, par exemple une fonction Heaviside. Le modèle ASSM a donc été choisi
pour traiter la combustion des gouttes d’aluminium car il suit la loi du D2 et
la fin de vie est modélisée par une fonction Heaviside définie sur le diamètre D
des gouttes.
Avec ce modèle de combustion, une simulation de l’écoulement dans un mo-
teur générique d’un cas instable, qui sert de référence, a été présentée. Elle a
permis de mettre en évidence la dynamique de l’écoulement lors de l’instabilité.
La combustion des gouttes d’aluminium a lieu proche de la surface du proper-
gol solide, dans la couche limite acoustique, tout le long de la chambre. La
combustion de gouttes d’aluminium intéragit avec le mode acoustique longitu-
dinal basé sur la longueur de la chambre. L’épaisseur de la zone réactive est de
quelques centimètres pour un rayon du canal de l’ordre du mètre. Dans cette
zone réactive, on observe que le fond avant du moteur déstabilise, alors que le
fond arrière (proche tuyère) stabilise le système. Le critère de Rayleigh reste
positif et le système instable car l’écoulement s’accélère le long de la chambre.
Deux sources de perturbations du taux de dégagement de chaleur du nuage
réactif ont également été identifiées : des fluctuations dans le volume du nuage
et un battement de frontière entre la zone réactive et la zone inerte. On parle
alors de contributions volume et frontière à la source de l’instabilité.
Pour mieux appréhender les eﬀets du modèle de combustion et comprendre
les mécanismes non-linéaires menant à un cycle limite, trois études paramé-
triques ont été eﬀectuées : (a) variation de l’amplitude de forçage acoustique
pour une simulation stable, (b) variation du diamètre résiduel post-combustion
et (c) comparaison du modèle de combustion ASSM avec un autre modèle tiré
de la littérature scientifique.
La première étude (a) concerne la réponse de la combustion des gouttes à
des forçages acoustiques pour diﬀérentes amplitudes de forçage acoustique. La
configuration numérique choisie est stable avec des conditions limites et un mo-
dèle de combustion proches du cas instable de référence. Cette étude met en
évidence trois types de réponse de la combustion à l’acoustique : une réponse
linéaire, une réponse quadratique et une réponse cubique. Cette identification
et interprétation des simulations numériques peuvent se faire notamment par
un développement limité de l’expression de la correlation de Ranz-Marshall, le
modèle de la convection sur les gouttes.
La deuxième étude (b) montre en premier lieu que le diamètre résiduel a deux
eﬀets. Modifier le diamètre résiduel change le temps de combustion et le taux
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de dégagement de chaleur en fin de vie. Modifier le temps de combustion aug-
mente ou diminue le volume de combustion et modifie la contribution volume
aux fluctuations du taux de dégagement de chaleur en conséquence. Modifier
le taux de dégagement de chaleur en fin de vie impacte directement la hauteur
de la fonction Heaviside qui modélise la fin de vie des gouttes réactives. La
contribution frontière dépend donc, a priori, fortement du taux de dégagement
de chaleur en fin de vie. On observe par simulations que l’instabilité dépend
fortement du taux de dégagement de chaleur en fin de vie et du temps de com-
bustion. De plus, le poids de chaque contribution (volume et frontière) est très
dépendant du taux de dégagement de chaleur en fin de vie. On note égale-
ment que pour de petits diamètres résiduels la contribution frontière est non
négligeable. Une autre dynamique que celle de la fonction Heaviside est donc
à mettre en cause pour de petits diamètres résiduels. Le temps de combustion
et le taux de dégagement de chaleur en fin de vie sont donc deux paramètres
importants pour l’instabilité.
Dans la troisième étude (c), le modèle ASSM est comparé au modèle Lobe. Ce
modèle Lobe n’a pas de fonction Heaviside en fin de vie, la loi du taux d’éva-
poration est diﬀérente de la loi du D2. A iso-temps de combustion et pour un
diamètre résiduel de Dr = 60 µm, les deux simulations sont instables avec des
niveaux de fluctuations atteints au cycle limite et des glissements fréquentiels
du même ordre de grandeur. Par contre, les modules et phases des fluctuations
du taux de dégagement de chaleur sont notablement diﬀérents. Enfin, il n’y a
pas de contribution frontière pour le modèle Lobe. La contribution frontière
identifiée pour le modèle ASSM est donc associée à la fonction Heaviside pour
des résidus de taille importante.
Pour comprendre d’avantage l’instabilité, une démarche analytique pour des
faibles amplitudes de fluctuations, c’est-à-dire, pour des fluctuations linéaires,
a été entreprise. Les pertes acoustiques principales ont été exprimées à par-
tir des équations de conservation pour des fluctuations de pression strictement
acoustiques et un nouveau modèle des fluctuations du taux de dégagement de
chaleur a été proposé et validé. Concernant l’origine des fluctuations du taux
de dégagement de chaleur, l’état de l’art ne fait référence qu’à une réponse de
la combustion aux fluctuations de la vitesse du gaz et des gouttes. Des fluctua-
tions de diamètres des gouttes et des oscillations du temps de combustion sont
identifiées comme étant importantes pour exprimer les fluctuations du taux de
dégagement de chaleur. Les oscillations du temps de vie, avec une fonction Hea-
viside en fin de vie, sont à l’origine de la contribution frontière précédemment
identifiée. Des nouveaux modèles pour les fluctuations de la vitesse des gouttes,
de leur diamètre et de leur temps de combustion sont également dérivées. L’en-
semble de cette modélisation peut maintenant être utilisée dans un outil de
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stabilité linéaire.
Cette nouvelle modélisation des fluctuations du taux de dégagement de cha-
leur est complétée par une analyse dimensionnelle de la source de l’instabilité.
Quatre nombres adimensionnels sont identifiés : (i) un nombre de Stokes Stk,
(ii) un nombre de Strouhal de combustion Sc, (iii) un nombre de Strouhal de
l’écoulement Sr et (iv) Sv un nouveau nombre adimensionnel, comparant le
temps de combustion des gouttes avec un temps de convection agissant sur les
fluctuations du diamètre des gouttes. Le nombre de Strouhal de combustion Sc
dépend du temps de combustion des gouttes qui a été identifié par simulation
comme un paramètre important de l’instabilité. Lorsque le nombre de Stokes Stk
croît, la contribution volume de la source décroît rapidement et la contribution
frontière augmente faiblement. Lorsque le nombre de Strouhal de combustion
Sc croît, les deux contributions oscillent avec un faible amortissement pour la
contribution volume et un faible accroissement pour la contribution frontière. Le
nombre de Strouhal Sr de l’écoulement a un impact faible mais non négligeable
par rapport aux autres nombres adimensionnels. S’il augmente, la contribution
volume augmente et la contribution frontière diminue. Enfin lorsque le nouveau
nombre Sv augmente les deux contributions issues des dynamiques observées
dans le volume et à la frontière augmentent. Diminuer le nombre Sv permet
donc de diminuer l’ensemble de la source de l’instabilité.
La dernière partie de ce travail de thèse concerne le développement d’un ou-
til numérique d’ordre réduit pour mener des analyses faiblement non-linéaires.
Cet outil suppose des pertes acoustiques linéaires et une source non-linéaire.
Autrement dit, on suppose que la non-linéarité des fluctuations du taux de
dégagement de chaleur est à l’origine de la convergence vers un cycle limite.
La modélisation de la source non-linéaire est réduite aux grandeurs physiques
les plus importantes identifiées : diamètre des gouttes, vitesse du gaz et des
gouttes, temps de combustion. Cette approche permet aisément de faire évoluer
la modélisation de la combustion de gouttes d’aluminium en fonction d’avancées
scientifiques futures. La modélisation du gaz est eulérienne et celle des gouttes
est lagrangienne de type "parcel". Le système est résolu pour un seul mode
acoustique avec des termes sources moyennés sur la période acoustique. Avec
cet outil, l’instabilité converge vers un cycle limite d’amplitude du même ordre
de grandeur que ceux observés par simulations numériques des écoulements avec
le code CPS. Ceci permet de confirmer que les non-linéarités sont bien associées
aux fluctuations du taux de dégagement de chaleur. On a pu également identifié
deux régimes en fonction de l’amplitude : un régime de faibles amplitudes et
un régime permettant la convergence vers le cycle limite. Le régime de faibles
amplitudes n’est pas strictement linéaire puisque le taux de croissance dépend
faiblement de l’amplitude. Cette dépendance est due à la fonction Heaviside
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du modèle de combustion qui n’est pas strictement linéarisable. Le régime per-
mettant la convergence vers le cycle limite est non-linéaire et se manifeste par
une décroissance du taux de croissance. Cette décroissance est induite par une
réponse quadratique de la combustion à l’acoustique. Enfin, la fréquence évolue
peu entre les régimes de faibles amplitudes et non-linéaire. La fréquence dans
le régime de faibles amplitudes est donc une bonne estimation de la fréquence
au cycle limite.
Les perspectives à donner à cette thèse sont proposées en suivant.

Perspectives
Des simulations numériques des écoulements et des analyses ont été établies
à partir d’hypothèses et de choix de modélisations qui peuvent être remis en
question. Notamment, les principales hypothèses, communes aux simulations et
aux développements analytiques, sont la quasi-stationnarité des phénomènes et
l’injection des gouttes à l’équilibre avec le gaz. L’hypothèse quasi-stationnaire
est nécessaire à l’utilisation de modèles quasi-stationnaires comme la corrélation
de Ranz-Marshall pour la convection, la loi du D2, le modèle de Schiller et
Naumann pour la trainée, ...
A priori, pour les basses fréquences, l’hypothèse quasi-stationnaire se vérifie.
Néanmoins, une correction devrait être ajoutée pour les hautes fréquences. Elle
prendrait notamment en compte un délai induit par la dynamique de la couche
limite thermique autour des gouttes.
De même, il serait intéressant de faire une DNS d’une goutte d’aluminium
intégrant d’avantage de physique (comme un lobe et des fumées d’alumine)
et soumise à diﬀérentes amplitudes pour vérifier si le modèle empirique de
Ranz-Marshall permet de reproduire la dynamique linéaire et non-linéaire de
la combustion des gouttes.
Enfin, la vitesse d’injection des gouttes a été supposée à l’équilibre gaz, ce
qui implique implicitement que l’on considère que toute la phase de formation
des agglomérats permet leur accélération jusqu’à l’équilibre dans une distance
infiniment courte. Cette hypothèse mérite d’être davantage discutée, voire re-
mise en cause.
La modélisation de la combustion des gouttes d’aluminium est également im-
portante à continuer à étudier puisqu’il n’y a pas de consensus. Par ces travaux
de thèse, la fin de vie des gouttes est un des aspects qui a été mis en évidence
dans cette thèse comme pouvant agir fortement sur l’instabilité et doit être
une des priorités dans le processus de compréhension de la combustion de ces
gouttes. Le temps de combustion est également un paramètre important à mo-
déliser finement puisque la source dépend fortement du nombre de Strouhal de
212 Chapitre 9 - Modèle d’ordre réduit faiblement non-linéaire
combustion Sc.
Un modèle linéaire pour les fluctuations du taux de dégagement de chaleur
a été dérivé mais en supposant une certaine modélisation de combustion. Ce
modèle doit donc être amené à évoluer et à être de nouveau validé à mesure
que la modélisation de la combustion évolue. A partir de cette modélisation
de source, un outil de stabilité linéaire peut être développé (comme cela est
prévu en interne à ArianeGroup). Néanmoins, il serait intéressant de pour-
suivre au-delà d’une approche linéaire car (1) dans le domaine linéaire le taux
de croissance n’est pas strictement constant et (2) le niveau des oscillations
de pression est plus critique que le taux de croissance. Il est donc préférable
d’aller vers des outils d’ordre réduit non-linéaire, comme ce qui a été amorcé au
dernier chapitre. Cet outil devrait être amélioré dans sa modélisation physique
de l’écoulement et présente l’intérêt d’être facilement adaptable au changement
de modèle de combustion.
Enfin, l’ensemble de ces travaux de thèse correspond à des comparaisons croi-
sées entre simulations numériques, modèles analytiques et d’ordre réduit. Ex-
périmentalement, il n’existe pas d’essais de moteurs à propergol solide publiés
permettant une validation. Des données de propulseurs en T mettant claire-
ment en évidence cette instabilité sont disponibles dans la bibliographie. Des
comparaisons entre simulations, essais expérimentaux et modèles analytiques
sur une configuration de propulseur en T permettraient d’autres analyses et
avancées dans la modélisation de cette instabilité thermoacoustique.
Annexe A
Description du code CPS, Code
pour la Propulsion Spatiale
Cette annexe est inspirée de l’article de Durand et al. (2000). L’outil
de simulation des écoulements compressibles et diphasiques CPS qui a
été utilisé dans ce travail est un code à vocation industrielle pour la
propulsion liquide et solide. Il utilise des schémas numériques permet-
tant de résoudre des problèmes 3D instationnaires par une discrétisation
des équations bilans sur la base de volumes finis et de maillages non-
structurés. Les modèles implémentés permettent de réaliser des simula-
tions d’écoulements réactifs turbulents, multi-espèces et diphasiques.
A.1 Introduction
CPS (Code pour la Propulsion Spatiale) développé par Bertin Technologies
et SNPE Propulsion est le produit de la convergence de deux codes de calculs :
Thésée (Hulin et al. (1995)) et Patrick® (Tissier et al. (1992)). Le code CPS
est utilisé pour simuler l’aérothermochimie des moteurs à propulsion liquide et
à propulsion solide, suite à cette convergence datant des années 2000 (Durand
et al. (2000)).
Dans l’environnement de travail ArianeGroup, au Centre de Recherche du Bou-
chet, ce code est en constante amélioration pour reproduire les oscillations de
pression dans les chambres de moteurs à propergol solide. Ceci présuppose un
code capable de simuler l’acoustique, la turbulence, la combustion et le dipha-
sique. La modélisation physique proposée dans ce code est abordée à la section
suivante, suivi par un descriptif de la modélisation numérique disponible.
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A.2 Modélisation physique
CPS est conçu pour résoudre l’aérodynamique interne avec des écoulements
compressibles (acoustique linéaire et non-linéaire) ou incompressibles. Il pro-
pose divers modèles turbulents ainsi que des modèles de combustion. De plus,
deux modélisations pour la phase particulaire de l’écoulement sont possibles :
le suivi de particules lagrangien ou une approche eulérienne. L’ensemble de ces
modélisations physiques est décrit ci-dessous.
A.2.1 Modèles turbulents
Pour modéliser la turbulence, un système de deux équations supplémentaires
est résolu, soit un système Launder & Jones k ✏, soit un système Coakley q !.
Un traitement particulier est proposé aux parois par une loi logarithmique de
Van Driest.
Dans le cadre de ce travail doctoral, la turbulence n’est pas prise en compte,
l’écoulement est supposé laminaire avec une viscosité constante.
A.2.2 Modélisation de la combustion
Dans CPS, la cinétique chimique est modélisée par une loi d’Arrhénius. La
combustion est décrite soit par le modèle Eddy Break Up soit par une équation
de transport de surface de flamme (modèle CFM).
Pour nos simulations, la chimie est supposée infiniment rapide et on suppose que
l’écoulement est homogène en espèces. L’évaporation des gouttes d’aluminium
contrôle donc la combustion. L’enthalpie de réaction est supposée indépendante
des fractions massiques mais dépendante du transfert d’enthalpie entre les deux
phases et donc dépendante des températures du gaz et des gouttes.
A.2.3 Ecoulement diphasique
Les deux approches eulérienne ou lagrangienne sont disponibles dans CPS
pour modéliser la phase dispersée. Pour les deux approches, on suppose une
faible densité de particules (solides ou liquides), sphériques, sans intéraction
particule-particule (coalescence ou fragmentation).
Pour l’approche lagrangienne, un traitement statistique est fait sur la popu-
lation de gouttes. Les termes d’échanges entre phases sont la vaporization et
Annexe A - Description du code CPS, Code pour la Propulsion
Spatiale
215
les forces visqueuses.
Pour l’approche eulérienne, le volume de la phase liquide est supposé négli-
geable et utilise les équations de conservation de Marble (1963).
A.3 Modélisation numérique
CPS est un code à volume fini, présentant des schémas temporels implicites
ou explicites.
Les schémas explicites sont d’ordre 1, 2 ou 4 en temps et jusqu’à 3 en es-
pace. L’implicite est disponible pour l’aérodynamique et la turbulence.
Les flux non-visqueux sont calculés aux interfaces de cellules par l’approxi-
mation de Roe du problème de Riemann, étendu aux mélanges de gaz parfaits
non idéaux suivant l’approche de Toumi pour calculer les moyennes de Roe.
La résolution du système linéaire est réalisé par les algorithmes de Jacobi ou
de Gauss-Seidel.
La discrétisation de second ordre en espace est réalisée avec une approche
MUSCL dans laquelle les variables physiques sont extrapolées avec un limi-
teur fort, faible ou absent.
La discrétisation des équations dans les simulations du manuscrit sont explicite
d’ordre 2 en temps et en espace avec un limiteur faible. Ce limiteur n’a quasi-
ment pas d’impact sur les modes de basses fréquences (premiers modes), mais
permet d’éliminer des modes élevées présents dans certaines simulations. Cela
permet, en particulier, de reproduire artificiellement la présence de fumées, de
résidus de petites tailles qui amortissent les fréquences élevées.
A.4 Conclusion
Dans le cadre de cette thèse, ce code a été utilisé en eulérien-eulérien, avec
une modélisation laminaire et de chimie infiniment rapide, sans suivi d’es-
pèces. Un nouveau modèle de combustion-évaporation a été implémenté (mo-
dèle Lobe) ainsi que des variables de sorties supplémentaires pour des valida-
tions de modèles.

Annexe B
Linéarisation des équations de
conservation
Dans cette annexe, les équations de conservation pour un mélange di-
phasique réactif sont linéarisées. Une équation d’onde faisant apparaitre
l’ensemble des sources et pertes acoustiques du système est obtenue. De
plus, les conditions limites du gradient des fluctuations de pression sont
définies.
B.1 Equations de conservation pour un mélange di-
phasique réactif
On décrit ici les équations de transfert de l’écoulement diphasique avec les
approximations utilisées. Dans notre étude, on suppose que les chaleurs mas-
siques des deux phases sont constantes (indépendantes des fractions massiques
et de la température). On suppose également que les phases sont homogènes.
Les fractions massiques de chaque phase n’ont donc pas besoin d’être résolues
et on suit le gaz et les particules uniquement.
Dans le moteur, on considère donc une phase gazeuse et une phase par-
ticulaire. Pour la phase particulaire, on suppose que les chaleurs massiques à
pression et à volume constants sont égales CV,p = CP,p = C. La phase dense cor-
respond aux gouttes constituées d’aluminium et d’alumine. Elles proviennent
initialement des particules d’aluminium présentes dans le propergol. La masse
d’aluminium représente typiquement 18% de la masse du propergol et environ
seulement un tiers d’entre elles (soit 6%) donnent des gouttes de taille impor-
tante (par agglomération, chapitre 3). Seules ces gouttes provenant d’agglomé-
rats sont considérées. On calcule, à l’injection, une fraction volumique initiale de
gouttes d’aluminium très faible dans le mélange diphasique : ↵p,i  0.001. Sa-
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chant que les gouttes d’alumine sont de diamètre plus faible que les gouttes ini-
tiales d’aluminium, on suppose que la fraction volumique en tout lieu du moteur
est inférieure ou de l’ordre de la fraction initiale d’aluminium ↵p  ↵p,i  0.001.
Un mélange gaz-particule dilué peut donc être supposé.
Sous forme conservative, le système d’équations pour un mélange diphasique
dilué est le suivant (chapitre 4) :
8>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>:
@⇢g
@t
+r · ⇢gu = Npm˙ (B.1)
@⇢gu
@t
+r · ⇢gu2 +rp = Npm˙up   F (B.2)
@⇢gE
@t
+r · (⇢gE + p)u =  F · up  Qv +Npm˙(Lv + Ep) (B.3)
@↵p⇢p
@t
+r · ↵p⇢pup =  Npm˙ (B.4)
@↵p⇢pup
@t
+r · ↵p⇢pu2p =  Npm˙up + F (B.5)
@↵p⇢pEp
@t
+r · ↵p⇢pEpup = F · up +Qv  Npm˙(Lv + Ep) (B.6)
où ⇢g est la densité du gaz, ↵p⇢p est la densité apparente de la phase particulaire,
u est la vitesse du gaz, up est la vitesse de la phase particulaire, Npm˙ est le taux
de production de gaz par combustion/évaporation des Np gouttes, F la force de
traînée par unité de volume, Qv la puissance par unité de volume des échanges
thermiques entre les deux phases (essentiellement par convection), Lv la chaleur
latente de vaporisation de l’aluminium. L’énergie totale massique E du gaz est
égale à la somme de l’énergie interne et de l’énergie cinétique : E = CV,gT+ 12u
2
où CV,g est la chaleur massique à volume constant de la phase gazeuse. Pour
les particules, on définit cette énergie comme Ep = CTp + 12u
2
p +  Hr, où C
est la chaleur massique de la phase dense. La quantité  Hr est l’enthalpie de
réaction fixée a priori, puisque la chimie n’est pas résolue.
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Le système précédent s’écrit sous forme non conservative :8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:
@⇢g
@t
+ u ·r⇢g =  ⇢gr · u+Npm˙ (B.7)
⇢g
@u
@t
+ ⇢gu ·ru =  rp+Npm˙( up)  F (B.8)
⇢gCV,g
@T
@t
+ ⇢gCV,gu ·rT =  pr · u  F ·  up  Qv
+Npm˙(Lv + CTp   CV,gT + Hr + 1
2
 up
2)
(B.9)
@↵p⇢p
@t
+ up ·r↵p⇢p + ↵p⇢pr · up =  Npm˙ (B.10)
↵p⇢p
@up
@t
+ ↵p⇢pup ·rup = F (B.11)
↵p⇢pC
@Tp
@t
+ ↵p⇢pCup ·rTp = Qv  Npm˙Lv (B.12)
où  up = up   u est la vitesse relative entre les deux phases. On s’intéresse ici
à un écoulement constitué d’un mélange gaz-particules. Les équations ci-dessus
sont combinées afin d’obtenir un système décrivant l’évolution du mélange. La
masse volumique du mélange est définie par ⇢ = ⇢g+↵p⇢p. De même, la chaleur
spécifique moyenne est définie par CV = ⇢gCV,g+↵p⇢pC. Les équations portant
sur le mélange développées ci-dessus peuvent donc se mettre sous la forme :
@⇢
@t
+ u ·r⇢ =W (B.13)
avec W =  ⇢r · u r · (↵p⇢p up)
⇢
@u
@t
+ ⇢uru+rp = Npm˙( up) +  F = F (B.14)
avec  F =  ↵p⇢p
⇣
@ up
@t +  up ·r up +  up ·ru+ u ·r up
⌘
et F le terme
source associé aux eﬀets des particules sur le champ gazeux.
⇢CV
@T
@t
+⇢CV u·rT+pr·u =  F· up+Npm˙(CTp CV,gT+ Hr+1
2
 up
2)+ Q
(B.15)
avec  Q =  ↵p⇢pc
 
@ T
@t +  up ·r T +  up ·rT + u ·r T
 
et  T = Tp   T .
Les expressions de la force de trainée F et du taux de création de masse Npm˙
sont :
F =  ↵p⇢p 1
⌧v
 up avec ⌧v =
4
3
1
Cd
⇢p
⇢g
D
1
| up| (B.16)
Npm˙ = 2⇡
µ
Pr
NpD ln(1 +B)[1 + 0.3Rep
1/2Pr1/3] (B.17)
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avec les nombres adimensionnels :
Pr =
µCP,g
 g
B =
CP,g(T   Tp) + hr
Lv
(B.18)
Rep =
⇢g| up|D
µ
Cd =
24(1 + 0.15Rep
0.687)
Rep(1 + B)
(B.19)
où B le nombre de Spalding est donné par le modèle de combustion ASSM
(chapitre 3), Np est le nombre de particules par unité de volume, D le diamètre
de la goutte et µ la viscosité du gaz. La loi d’état du gaz est la loi des gaz
parfaits :
p = ⇢rT (B.20)
On peut alors établir l’équation de la pression du gaz :
@p
@t
+ u ·rp+  pr · u = r
CV
[ CV Tr · ↵p⇢p up
  F ·  up +Npm˙(CTp   CV,gT + Hr + 1
2
 up
2) +  Q] (B.21)
On remarque le terme de combustion qui vaut dans cette équation :
q˙ = Npm˙(CTp   CV,gT + Hr + 12 up2).
On définit Q le terme source de l’équation précédente (Eq. (B.21)) tel que :
Q =  CV Tr · ↵p⇢p up   F ·  up + q˙ +  Q (B.22)
L’équation (B.21) se réécrit donc :
@p
@t
+ u ·rp =   pr · u+ (    1)Q (B.23)
Dans la sous-section suivante, les équations de conservation (Eqs. (B.13), (B.14)
et (B.23)) sont linéarisées pour obtenir les expressions du taux de croissance et
du glissement fréquentiel.
B.2 Linéarisation des équations
Pour linéariser, on peut supposer que toutes les grandeurs s’écrivent comme
la somme d’une composante moyenne et d’une fluctuation : X(x, t) = X0(x) +
X1(x, t) où les fluctuations sont supposées petites devant la valeur moyenne
X1
X0
= ✏ ⌧ 1. Les équations vérifiées par les fluctuations sont (l’écoulement
moyen, vérifiant ses propres équations, se simplifie) :
@⇢1
@t
+ u1 ·r⇢0 + u0 ·r⇢1 =W1   u1 ·r⇢1 (B.24)
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⇢0
✓
@u1
@t
+ u0 ·ru1 + u1 ·ru0 + u1 ·ru1
◆
+ ⇢1
@u1
@t
+ ⇢1u0 ·ru0
+ ⇢1u1 ·ru0 + ⇢1u0 ·ru1 + ⇢1u1 ·ru1 =  rp1 + F1 (B.25)
@p1
@t
+u0·rp1+u1·rp0+u1·rp1 =   p0r·u1  p1r·u0  p1r·u1+(  1)Q1
(B.26)
Pour la stabilité linéaire, on peut négliger les termes d’ordre 2 en fluctuations.
Les équations deviennent donc :
@⇢1
@t
+ u1 ·r⇢0 + u0 ·r⇢1 =W1 (B.27)
⇢0
✓
@u1
@t
+ u0 ·ru1 + u1 ·ru0
◆
+ ⇢1u0 ·ru0 =  rp1 + F1 (B.28)
@p1
@t
+ u0 ·rp1 + u1 ·rp0 =   p0r · u1    p1r · u0 + (    1)Q1 (B.29)
Sans combustion de l’aluminium, l’injection pariétale par la combustion du
propergol solide modifie la vitesse du son a0 le long de la chambre. Mais cette va-
riation est faible, de l’ordre du Mach d’injection Mi ⇡ 10 3 (Malhotra (2004)).
La combustion de l’aluminium est distribuée le long du mode acoustique. Les
gradients de la vitesse du son sont donc négligeables. On suppose que la vitesse
du son a0 est donc quasi-homogène dans l’ensemble de la chambre.
A partir des équations (B.28) et(B.29), il est possible d’obtenir une équation
d’onde non homogène de la pression acoustique p1. On applique la relation
r · (B.28)  1
a20
@
@t(B.29), avec a0 la vitesse du son :
r2p1   1
a20
@2p1
@t2
= h (B.30)
On définit h le second membre de l’équation (B.30) tel que :
h =  ⇢0r · (u0 ·ru1+u1 ·ru0)+r ·F1+ u0
a20
·r @
@t
p1      1
a20
@Q1
@t
(B.31)
A partir de l’équation (B.28), on définit également f , pour la condition limite
du gradient de pression acoustique p1, tel que :
n ·rp1 =  f =  n · (⇢0(@u1
@t
+ u0 ·ru1 + u1 ·ru0)  F1) (B.32)
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Annexe C
Thermo-acoustic instabilities
driven by fuel droplet lifetime
oscillations
A new mechanism of thermo-acoustic destabilization of combustors po-
wered by burning droplets is investigated. Acoustic induced heat release
disturbances are found to be driven by oscillations of droplet lifetime du-
ring the final stage of the droplet combustion before their extinction. The
mechanism is the following. Synchronized acoustic disturbances alter the
droplet evaporation rate and modify their diameter. Perturbations of the
droplet diameter along the droplet trajectories lead to fluctuations of
their lifetime. These fluctuations trigger in turn an oscillating motion
of the burning droplet cloud boundary that is synchronized by the acous-
tic excitation. This leads to large heat release fluctuations before droplet
extinction and constitutes a thermo-acoustic source. This mechanism is
found to be particularly important in solid rocket motors in which alu-
minum droplets released from the propellant burn individually and are
quenched as the droplet diameter falls below a critical residue diame-
ter associated to an inert particle. Analytical models are derived in an
idealized configuration where acoustic forcing takes place in the trans-
verse direction to the droplet trajectories. Expressions are derived in the
frequency space for the droplet diameter oscillations, the motion of the
droplet cloud boundary and the resulting heat release disturbances, that
take the form of a distributed Flame Describing Function. This model
is used to reveal eﬀects of the acoustic pressure level and of the residue
diameter on the resulting motion of the combustion volume boundary
and corresponding heat release disturbances. It is further extended to
consider the peculiar flow in a solid rocket motor and the heat release
disturbance model is compared to results from numerical flow simula-
tions of the motor.
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While highlighted in the context of solid propulsion, the observations
made are believed to be more general and the same mechanisms may
persist in acoustically perturbed spray flames from hydrocarbon fuel dro-
plets.
C.1 Introduction
Aero and rocket engines are prone to combustion instabilities (Culick (2006);
Lieuwen and Yang (2005); Candel et al. (2013)). In systems powered by fuel
sprays, acoustic oscillations may trigger mixture fraction disturbances (i) by
modifying the droplet size distribution at the injector inlet (Zhu et al. (2002);
Eckstein et al. (2005)), (ii) by segregation of large from small droplets during
their transport in the pulsed flow (Giuliani et al. (2002)) and (iii) by reducing
the droplet evaporation time due to the additional drag from the pulsed flow
(Carvalho et al. (1997), Brooks and Beckstead (1995), Gallier et al. (2011)).
Each of these mechanisms alter the flame dynamics.
In numerical simulations of liquid propellant rocket engines, transverse acous-
tic oscillations were shown to lead to shorter flames due to acceleration of mixing
and evaporation of the propellant injected as liquid droplets (Sattelmayer et al.
(2015)), a phenomenon which is also observed in experiments and simulations
conducted at transcritical conditions (Méry et al. (2013), Hakim et al. (2015)).
Longitudinal high-amplitude acoustic oscillations were also found to reduce the
length of liquid fuel sprays (Sujith (2005)). Carvalho et al. (1997) observed a
reduction in the mean droplet lifetime due to acoustic forcing in their nume-
rical model of a Rijke tube burning liquid droplets. Blaszczyk (1991) showed
experimentally a dependence of the droplet consumption rate and of the mean
droplet lifetime on the acoustic amplitude and frequency. These diﬀerent stu-
dies reveal that acoustic oscillations interacting with fuel droplets often lead to
changes of the spray and flame structures.
A new contribution to heat release rate fluctuations associated to oscillations
of the droplet lifetime is investigated in this study. These disturbances are
shown to constitute an additional thermo-acoustic source of destabilization of
the combustor. The mechanism is reminiscent of the displacement of a flame
interface in an acoustic field as observed in some high frequency instabilities
coupled to transverse modes (Sattelmayer et al. (2015),Méry (2017)).
This article focuses on aluminum burning droplets in an acoustic field trans-
verse to the droplet trajectory, because the phenomenon has been recently
highlighted in solid rocket motors (SRMs) (Gallier and Godfroy (2009), Or-
landi et al. (2017)), but the analytical results are valid for any system with
quasi one dimensional droplet trajectories burning individually.
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Flame quenching induced by acoustic excitation (McKinney and Dunn-
Rankin (2000)) is not considered in this study in which acoustic disturbances
remain small and in the linear regime. Also, the acoustic radiation force (Ta-
nabe et al. (2000)) can be neglected in comparison with the drag force exerted
by the flow. With these hypotheses, droplet lifetime and its fluctuations are
only driven by changes of the mass consumption rate along the droplet trajec-
tory. A reduction of the mean droplet lifetime may also be observed in numerical
simulations at high acoustic levels, but the following study is limited to the low-
amplitude acoustic response in which case the mean droplet lifetime remains
invariant.
The article is organized as follows. Section C.2 highlights the mechanism
identified in a generic SRM featuring a self-sustained thermo-acoustic insta-
bility. Section C.3 develops the analytical model in an idealized configuration
with a uniform flow. The analytical approach is extended to include SRM spe-
cificities and is compared to simulation results in section C.4.
C.2 Illustration in a SRM
It was recently shown that the combustion dynamics of aluminum droplets
may lead to self-sustained thermo-acoustic oscillations in SRM (Gallier and
Godfroy (2009); Orlandi, Plaud, Godfroy, Larrieu, and Cesco (2017)). In these
simulations, dilute aluminum droplet combustion is modeled by the D2 law
(group combustion is neglected (Bind et al. (2012), Beckstead (2002), Genot
et al. (2017))) :
dD2
dt
=  4µ ln(1 + B)Sh
⇢pPr
(C.1)
with D the fuel droplet diameter, ⇢p the droplet density, µ the gas viscosity, Pr
the Prandtl number, B the Spalding number taken from Gallier and Godfroy
(2009) and Sh the Sherwood number. To reproduce experimental observations
(Beckstead (2002)), the combustion reaction is stopped when the particle dia-
meter reaches the aluminum oxide residue diameter Dr :
q˙ = q˙D2H(D  Dr) (C.2)
whereH is the Heaviside function and q˙D2 denotes the rate of heat released from
Np droplets per unit volume which are burning individually and are moving with
a velocity up in a gas flow at velocity u. The burning rate is enhanced by flow
convection around the fuel droplets :
q˙D2 = Np hr⇡D
µ
Pr
ln(1 + B)Sh (C.3)
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Figure C.1 – Cylindrical solid rocket motor (SRM) geometry and computed gas
streamlines in the numerical domain.
where  hr is the reaction enthalpy and the Sherwood number Sh is deduced
from the Ranz-Marshall correlation (Ranz and Marshall (1952)) :
Sh = 2 + 0.6Re1/2p Pr
1/3 Rep =
⇢g| up|D
µ
(C.4)
with ⇢g the gas density and | up| = |up   u| the norm of the particle relative
velocity. In the case of a uniform flow, the lifetime of the burning droplet is
given by :
tc =
⇢pPr(D2i  D2r)
4µ ln(1 + B)Sh
(C.5)
where Di and Dr are the initial and residual diameters of the fuel droplet.
Transient droplet heating is neglected, the droplet temperature being conside-
red constant and equal to the saturation temperature.
An example of simulation in a thermo-acoustically unstable state is now
briefly described to illustrate the system dynamics. More details about the
numerical flow model are given in section C.4.1. Figure C.1 shows the gas
streamlines of the mean flow and delineates the aluminum combustion zone in
the numerical flow domain. The SRM chamber has a length L = 7 m and a
constant radius R = 0.593 m. Propellant burning is modeled with an imposed
burning rate normal to the propellant boundary. Aluminum droplets are injec-
ted radially, from the solid propellant wall at r = R at the gas phase velocity
up = u and burn in the boundary layer along the solid propellant. A single
class of droplets is injected with an initial diameter Di taken from the baseline
configuration of Gallier and Godfroy (2009) and the residual diameter is fixed
to Dr = Di/2.
Figure C.2 illustrates the dynamics of the SRM during one oscillation cycle.
The combustion oscillation is here coupled to the first longitudinal acoustic
mode of the motor. The droplet streamlines in Fig. C.2 have a quasi 1D-
trajectory normal to the aluminum combustion zone. Close to the nozzle for
0.5  x/L  1, the volumetric heat release rate q˙ takes higher values and
the volume occupied by the burning droplets is thinner than in the first sec-
tion of the motor, due to higher flow velocities. Longitudinal fluctuations of
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Figure C.2 – Heat release rate distribution q˙ in the cylindrical chamber of a SRM
at four regularly distributed instants of a limit cycle of a thermo-acoustic instability
driven by aluminum droplet combustion. A few droplet streamlines are superimposed in
blue. The radial coordinate is stretched here so as to make the thin aluminum droplet
combustion zone more visible.
the volumetric heat release rate q˙ can also be clearly identified in the combus-
tion volume. This contribution is associated to disturbances of the combustion
rate of aluminum droplets due to acoustic velocity fluctuations as described
in Gallier et al. (2011) and Gallier and Godfroy (2009). Also, a flapping mo-
tion of the boundary between the combustion zone and the inert zone (white
region in Fig. C.2) is remarkable. This motion essentially takes place in the
radial direction, while the acoustic mode is controlled by longitudinal acoustic
oscillations.
This simulation is further analyzed by examining the local Rayleigh index
S (Durox et al. (2009)) corresponding to the thermo-acoustic source coupling
acoustic pressure p1 and heat release rate q˙1 fluctuations. This index is plotted
in Fig. C.3 over the entire flow. As the instability is locked on the first acoustic
mode, aluminum combustion produces pressure oscillations (S > 0) close to
the head end, whereas pressure oscillations are damped close to the nozzle
(S < 0). The low frequency pressure fluctuations are invariant in the radial
direction (Gallier and Godfroy (2009)), and the radial variations observed for
the Rayleigh index in Fig. C.3 are due to heat release rate fluctuations.
The high values of the Rayleigh index at the aluminum combustion zone
boundary contribute up to 30% of the global Rayleigh index
´
V SdV integrated
over the whole flow volume V (Genot et al. (2017)). They are due to the flapping
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Figure C.3 – Distribution of the local Rayleigh index S =   1 p0T
´
T p1q˙1dt through
the SRM. T is the acoustic period (T = 1/f),   the specific heat ratio, p0 the mean
pressure, p1 the pressure fluctuations and q˙1 the heat release rate fluctuations.
motion of the combustion volume boundary observed in Fig. C.2, which is itself
associated to the dynamics of aluminum droplets as they reach their residual
diameters. It is demonstrated in this study that the heat release fluctuations
originating from the combustion volume boundary result from oscillations of
aluminum droplet lifetime. An analytical model is developed to determine the
resulting heat release disturbances. The heat release rate fluctuations produced
inside the combustion volume are deliberately discarded in the following ana-
lytical developments to better highlight the contribution from the boundary.
This leads to neglecting the fluctuations of q˙D2 in Eq. (C.2).
C.3 Analytical model
The model aims at reproducing the heat release fluctuations associated with
droplet lifetime oscillations and at identifying the main parameters controlling
this dynamics. It is developed for harmonic, linear and low frequency traveling
or standing sound waves. Droplet lifetime oscillations are driven by their dy-
namics as they approach the residue droplet diameter D = Dr. A linear model
for perturbations of the droplet lifetime is derived from Eq. (C.1) and reads in
the Fourier space :
tˆc =
2tc,0D0
D2i  D2r
Dˆ (C.6)
where ·ˆ denotes the Fourier component of the perturbation at frequency f . In
the following, the subscript 0 designates the mean value and the subscript 1
stands for the perturbed state :X(t) = X0+X1(t), whereX1 = Re(Xˆ exp(i!t)),
Re denotes the real part and ! = 2⇡f the angular frequency.
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Figure C.4 – Isolated burning droplets crossing an uniform flow in the transverse
direction, which is acoustically perturbed.
C.3.1 Idealized configuration
The problem is not directly tackled on the SRM but first examined on a sim-
pler and idealized configuration which reproduces the main features of the dy-
namics observed in SRMs. One considers the configuration sketched in Fig. C.4.
Fuel droplets are released vertically at y = 0 in an oxidizer gaseous stream cha-
racterized by a uniform mean velocity u0 plus an harmonic fluctuation u1 in
the axial direction. Droplet trajectories are assumed to be quasi-1D, with a
small axial particle velocity compared to their vertical component up ⌧ vp.
The mean diameter D0 is taken here, as a first approximation, as the mean
value between the initial and the residue value. The combustion zone boundary
is delimited by yc in Fig. C.4 :
yc = vptc (C.7)
where vp is the vertical droplet velocity, which is here taken constant. In this
model, the boundary yc moves if the droplet lifetime fluctuates and this motion
leads in turn to heat release rate fluctuations.
Equation (C.2) can be rewritten as :
q˙ = q˙D2,0H(D(t) Dr) = q˙D2,0H(yc(t)  y) (C.8)
where yc designates the position verifying D = Dr. At the boundary yc, one
has :
@q˙
@t
=
@yc
@t
q˙D2,0 (yc(t)  y) (C.9)
where   denotes the Dirac distribution. This equation is reminiscent of expres-
sions of heat release disturbances associated to high frequency transverse flow
disturbances (Sattelmayer et al. (2015); Méry (2017)). The next step is to link
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the disturbances of the boundary yc to disturbances of the droplet fuel diameter
D, which depends itself on the gas velocity u.
At low forcing frequencies, the droplet response to acoustic perturbations
remains quasi-steady (Zhu, Dowling, and Bray (2001); Zhu, Dowling, and Bray
(2002); Gallier, Sibe, and Orlandi (2011)) and eﬀects of acoustic pressure, gas
temperature, gas density and number of droplets disturbances can be neglec-
ted (Brooks and Beckstead (1995), Gallier and Godfroy (2009)). The droplet
lifetime, as the heat release rate, is only altered by fluctuations of the droplet
diameter D, droplet velocity up and gas velocity u.
The following expressions are derived for small disturbances linking the par-
ticle velocity up and the droplet diameterD to the gas velocity u. The derivation
is based on the system of conservative eulerian equations given by Gallier and
Godfroy (Gallier and Godfroy (2009)).
For disturbances of the droplet axial velocity up,1, one is left with :
@up,1
@t
=   up,1
⌧v,0
+
 up,0⌧v,1
⌧2v,0
(C.10)
where  up = up u is the diﬀerence between the axial particle and gas velocities
and ⌧v is the droplet relaxation time given by Grace et al. (1978); Gallier and
Godfroy (2009) :
⌧v =
1 +B
1 + 0.15Re0.687p
⇢pD2
18µ
(C.11)
Gradients acting on velocity disturbances are neglected in Eq. (C.10) by setting
rup,1 = 0.
Equation (C.1) is now used to determine a transport equation for distur-
bances D1 of the droplet diameter in an eulerian framework :
@D1
@t
+ vp
@D1
@y
=  (D
2
i  D2r)
2D0tc,0
✓
Sh1
Sh0
  D1
D0
◆
(C.12)
For small oscillations at the frequency f , Eq. (C.10) yields in the Fourier
space :
uˆp
 
i!⌧v,0 + 1 +
CRe u2p,0
| up,0|2
!
= uˆ
 
1 +
CRe u2p,0
| up,0|2
!
+
Dˆ
D0
 up,0 (2  CRe)
(C.13)
where CRe is a mean quantity due to fluctuations of the drag characteristic
time :
CRe =
0.687⇥ 0.15Re0.687p,0
1 + 0.15Re0.687p,0
(C.14)
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Table C.1 – Model input parameters.
µ 9.1 10 5 kg/m/s Pr 0.4
D0
Di+Dr
2 v0 0 m/s
 up,0 1 m/s vp 2 m/s
B 1 p0 107 Pa
⇢g 10 kg/m3   1
a0 =
q
 p0
⇢g
1000 m/s L 10 m
⇢p 2000 kg/m3 f 50 Hz
Fluctuations of the droplet diameter given by Eq. (C.12) obey in the Fourier
space to :
@Dˆ
@y
+ Dˆ
✓
i!
vp
  (Sh0 + 2)(D
2
i  D2r)
4vptc,0Sh0D20
◆
=
  (Sh0   2)(D
2
i  D2r)
4vptc,0Sh0D0| up,0|2/ up,0 (uˆp   uˆ)
(C.15)
In the absence of diameter fluctuations at the injection boundary y = 0, sub-
stitution of Eq. (C.13) in Eq. (C.15), assuming a mean uniform flow, yields the
transfer function linking the droplet diameter to the axial gas stream velocity
fluctuation :
Dˆ
D0
=
KB
KA
⇣
1  eKAy/D0
⌘ uˆ
 up,0
(C.16)
where KA and KB are constant numbers that only depend on the mean flow
properties :
KA =
i!D0
vp
  (D
2
i  D2r)/D0
4vptc,0Sh0
⇥
0@Sh0 + 2  (Sh0   2)(2  CRe)  u
2
p,0
| up,0|2
(i!⌧v,0 + 1 +
CRe u2p,0
| up,0|2 )
1A (C.17)
KB =   (D
2
i  D2r)(Sh0   2)i!⌧v,0
4vptc,0D0Sh0| up,0|2/ u2p,0
(C.18)
The dynamics of the combustion zone boundary yc where the droplet dia-
meter has reached the residue diameter D = Dr is deduced from Eqs. (C.6)
and (C.7) :
yˆc = vptˆc =
2tc,0vpD0
D2i  D2r
Dˆ yc,0 = vptc,0 (C.19)
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where droplet diameter disturbances Dˆ are given by Eq. (C.16). Taking the
Fourier transform of Eq. (C.9), one finally finds for the resulting heat release
rate disturbances :
ˆ˙q
q˙D2,0
= Fyyˆc, Fy =
2
✓
1 
⇣
y yc,0
|yˆc|
⌘2◆1/2
⇡|yˆc| (C.20)
This expression yielding the volumetric heat release rate response to the acous-
tic forcing is nonlinear because the transfer function Fy depends on the am-
plitude of the motion of yc. This is due to the Dirac distribution appearing in
Eq. (C.9). Equation (C.20) thus corresponds to a distributed Flame Describing
Function (Noiray et al. (2008)).
C.3.2 Parametric analysis
The model derived in the previous section is now used to examine eﬀects
of the residual particle diameter Dr and acoustic pressure amplitude ⌘ˆ on the
motion of the combustion boundary yˆc and the resulting heat release rate distur-
bances ˆ˙q. The input parameters for the calculations are synthesized in Tab. C.1
and are selected to mimic conditions prevailing in a SRM, except v0 sets to zero
to maximize convection eﬀects.
One also chooses here to mimic the modal structure of the acoustic field
observed in an acoustically closed-closed chamber, as a SRM chamber, under-
going a self-sustained thermo-acoustic oscillation at f = 50 Hz coupled to the
first longitudinal 1L mode, with droplets injected in the transverse direction.
The Fourier component uˆ of the axial acoustic velocity vanishes at x = 0 and
x = L and is expressed as (Culick (2006)) :
uˆ =
 i⌘ˆ
a0⇢g
sin(kx) (C.21)
where ⌘ˆ is the acoustic pressure amplitude and k = 2⇡f/a0 the wave number
and a0 the speed of sound.
Model results are shown in Fig. C.5 for three acoustic pressure levels ⌘ˆ =
103, 5. 103 and 104 Pa and a residue diameter Dr = Di/2 equal to half the
initial aluminum droplet diameter. The evolution of the modulus of the relative
heat release rate fluctuation | ˆ˙q|/q˙D2,0 calculated with Eq. (C.20) is plotted
along the y-axis for a cut at x/L = 1/4. This figure shows that heat release
disturbances associated to droplet lifetime oscillations only take place close
to the mean position of the combustion volume boundary yc,0. The motion
amplitude increases as the acoustic pressure level rises in the chamber, whereas
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Figure C.5 – Heat release rate fluctuations around the combustion volume boundary
yc,0 at x/L = 1/4 for diﬀerent pressure levels ⌘ˆ = 103, 5. 103 and 104 Pa. The residue
diameter is fixed to Dr = Di/2.
the heat release rate fluctuation peak value remains independent of the pressure
level.
The impact of the residue diameter is investigated in Fig. C.6 by conside-
ring three diﬀerent residue to initial diameter ratios, and an acoustic pressure
oscillation level fixed to ⌘ˆ = 103 Pa. The amplitude of the displacement yˆc of
the combustion boundary increases as the size of the residue diameter Dr in-
creases. It nonetheless does not vanish even for small residues when Dr=Di/100
(dashed lines) meaning that even for complete evaporation of the droplets, as
for example in the case of liquid hydrocarbon fuel droplets burning in air, a
motion of the combustion boundary persists due to droplet lifetime oscillations.
For small residue diameters, the resulting heat release fluctuations remain ho-
wever small at the boundary. For high residue diameters, as for example for
aluminum droplet combustion, droplet lifetime oscillations may lead to large
heat release rate fluctuations.
C.4 Application to a cylindrical SRM
The previous model has been derived for a uniform gaseous flow in a 2D
context. It can easily be extended to non-uniform flows in 2D axisymmetric
geometries, considering slight changes of the analytical formalism, which are not
reproduced here for concision. Analytical predictions are compared to numerical
flow simulations in a SRM configuration.
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Figure C.6 – Modulus of the motion of the combustion volume boundary for diﬀerent
residue diameters Dr. The acoustic pressure level is fixed to ⌘ˆ = 103 Pa.
C.4.1 Numerical model
The simulation is carried out in a 2D axisymmetric framework with the
numerical model from Gallier and Godfroy (2009). A cylindrical motor, with
a radial injection of mass modeling the solid propellant combustion (gas and
aluminum droplets) and with a nozzle, is simulated with CPS, an in-house
ArianeGroup flow solver (Durand et al. (2000)). The configuration is shown
in Fig. C.1. The chamber has a radius R = 0.593 m, a length L = 7 m and
a symmetry axis at r = 0. The nozzle has a throat of radius Rt = 0.175 m,
which is located at xt = 7.3 m away from the motor head-end x = 0. The
computational grid is composed of 360,000 quads with about 600 points in the
axial direction and 600 points in the radial direction. The grid is clustered near
the propellant burning surface to resolve the aluminum distributed combustion
indicated in red in Fig. C.1, with about 20 grid points in the flapping zone
(Fig. C.3). The smallest grid spacing at the propellant surface is about 0.1
mm. Gas and aluminum particle properties are taken from Dupays and Vuillot
(1998); Gallier and Godfroy (2009). It is worth mentioning that turbulence is
not taken into account in this simulation to focus the analysis on the coupling
between acoustics and aluminum droplet unsteady combustion.
No-slip conditions are used for the gaseous and particle phases at the wall
boundaries. Solid propellant burning (r = R) is modeled through the lateral
boundary of the numerical domain between x = 0 and L by injection of gas
at a constant mass flow rate with a velocity vector normal to the surface and
pointing inward. Only a single class of droplets is considered with an initial
diameterDi taken from the baseline configuration of Gallier and Godfroy (2009)
and the aluminum oxide residue diameter is fixed to Dr = Di/2.4. Aluminum
particles are injected at the dynamic equilibrium with the gas up,i ·er = ui ·er.
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Figure C.7 – Comparison between numerical flow simulations and analytical results
for the modulus | ˆ˙q| of the heat release rate fluctuations at x/L = 1/4 and x/L = 3/4.
Only the contribution originating from the boundary is modeled here.
This configuration is found to be thermo-acoustically stable. A pulsation of 5000
Pa is imposed at the head-end boundary. This forcing level is small enough to
assume linear fluctuations of the flow variables.
C.4.2 Model validation
Aluminum droplets are injected uniformly and radially at the solid propel-
lant boundary at r = R and the aluminum combustion takes place very close to
the solid propellant surface as illustrated in red in Fig. C.1. The small thickness
of the combustion volume allows to assume a quasi-1D trajectory in the radial
direction of the aluminum droplets which are released within the flow.
In a SRM, the mean flow field is not uniform and the longitudinal velocity
fluctuations also depend on the radial position within the motor due to the
particular structure of the acoustic boundary layer in these systems with mass
injection from the lateral walls (Flandro et al. (2000); Culick (2006); Flandro
(1995)). Due to these complexities, the expressions derived in the previous sec-
tion are not valid, but analytical solutions to Eqs. (C.13) and (C.15) can still
be obtained assuming a one-dimensional droplet trajectory and neglecting the
influence of the droplet diameter fluctuations on the droplet velocity fluctua-
tions.
Equation (C.19) remains unchanged in this new configuration :
rˆc =
2tc,0vpD0
D2i  D2r
Dˆ (C.22)
where rˆc corresponds to the Fourier component of the radial displacement of
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Figure C.8 – Comparison between numerical flow simulations and analytical results
for the phase lag   of the heat release rate fluctuations ˆ˙q with respect to the acoustic
pressure at x/L = 1/4 and x/L = 3/4. Only the boundary contribution is modeled
here.
the combustion boundary in Fig. C.1 at the frequency f . The mean position
rc,0 of this boundary in a non-uniform flow is :
rc,0 = R+
2
D2i  D2r
ˆ Dr
Di
tc,0vpD0dD (C.23)
The corresponding heat release rate fluctuation is identically given by (no dif-
ference between 2D and 2D axisymmetric configurations) :
ˆ˙q
q˙D2,0
=  
2
✓
1 
⇣
r rc,0
|rˆc|
⌘2◆1/2
⇡|rˆc| rˆc (C.24)
Figures C.7 and C.8 compare the modulus and phase lag of the heat release
rate fluctuations taken from the numerical flow simulation and from Eq. (C.24)
at two positions x/L = 1/4 and x/L = 3/4 in the SRM. To be fully consistent,
the mean quantities appearing in the diﬀerent analytical expressions are here
taken from the simulation. The phase lag in Fig. C.8 is expressed with respect
to the acoustic pressure. The numerical data from the flow solver are well re-
produced by the analytical model at the end of the combustion zone (where
the boundary is oscillating) at both positions x/L = 1/4 and x/L = 3/4 in
the motor chamber. One recalls that the heat release rate fluctuations taking
place inside the combustion volume are voluntary not considered in the analy-
tical model developed in this study. The same match between analytical and
numerical data is found at the other positions in the SRM confirming that the
model well reproduce the flow simulations and that droplet lifetime oscillations
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constitute a source of unsteady heat release at the boundary of the combustion
volume. This contribution to the overall heat release oscillation is found to be
particularly high in simulations carried out with aluminum droplets in which
combustion is abruptly quenched (Genot et al. (2017)).
C.5 Conclusion
Distributed combustion of fuel droplets has been modeled by the D2 law and
is abruptly stopped when the droplet diameter falls below a residual diameter
Dr. This is used to model the existence of combustion residues, as the ones
produced by aluminum burning droplets. It has been shown that the response of
this model to acoustic disturbances leads to large heat release rate oscillations.
These oscillations have been found to be related to oscillations of the lifetime of
the burning droplets leading to a motion of the combustion volume boundary.
A series of analytical expressions have been derived for the fluctuations of the
droplet lifetime as a function of the droplet diameter fluctuations, which have
been themselves related to acoustic velocity fluctuations of the gaseous phase.
For droplets released in the transverse direction to the acoustic forcing, it has
been demonstrated that oscillations of the droplet lifetime lead to a motion of
the iso-line D = Dr. If the heat release rate at this iso-line remains finite, high
levels of fluctuations can be observed. The heat release rate response associated
to the motion of this boundary has been modeled by an Heaviside function and a
distributed Flame Describing Function in the Fourier space. Finally, this model
has been successfully compared with numerical flow simulations in a solid rocket
motor configuration in which the combustion of acoustically perturbed droplets
may be quenched.
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Titre : Instabilite´s thermoacoustiques dans les moteurs a` propergol solide
Mots cle´s : Mode´lisation d’ordre re´duit, Thermoacoustique, Aluminium, Ecoulement Diphasique, Moteurs a`
propergol solide
Re´sume´ : Dans un moteur a` propergol solide, des
instabilite´s thermoacoustiques auto-entretenues, in-
duites par le couplage de la dynamique de la combus-
tion des gouttes d’aluminium, libe´re´es par la combus-
tion du propergol, avec le champ acoustique peuvent
induire des oscillations de pression.
L’analyse mene´e tout au long de ce manuscrit re-
pose sur un ensemble d’hypothe`ses simplificatrices
: (i) la re´ponse de la combustion de gouttes d’alu-
minium aux perturbations acoustiques est controˆle´e
par l’e´coulement local autour de la goutte, (ii) le
processus de combustion peut eˆtre suppose´ quasi-
stationnaire pour la gamme de fre´quences et les am-
plitudes acoustiques e´tudie´es et (iii) la combustion
de l’aluminium est brusquement arreˆte´e lorsque le
diame`tre de la goutte d’aluminium diminue en des-
sous d’un diame`tre re´siduel.
L’instabilite´ thermoacoustique est e´tudie´e au moyen
de simulations nume´riques de l’e´coulement dans
un moteur ge´ne´rique et d’analyses the´oriques. Le
diame`tre re´siduel des gouttes d’aluminium apre`s la
combustion, l’amplitude de la perturbation acoustique
et la dure´e de la combustion des gouttes d’alumi-
nium figurent parmi les principaux parame`tres mo-
difiant l’instabilite´. En outre, trois comportements de
re´ponse de la combustion a` l’acoustique sont iden-
tifie´s : un comportement line´aire pour les faibles ni-
veaux de pression acoustique puis un comportement
quadratique (faiblement non-line´aire) et enfin un com-
portement fortement non-line´aire quand l’amplitude
des oscillations augmente.
Ensuite, deux aspects importants de la re´ponse des
gouttes d’aluminium sont identifie´s. Ils sont associe´s
aux oscillations de la dure´e du temps de combus-
tion des gouttes, identifiables a` la frontie`re du nuage
de gouttes, et aux fluctuations du taux d’e´vaporation
controˆle´es par la convection de l’e´coulement gazeux
autour de chaque goutte. Tenant compte de ces dyna-
miques, des expressions analytiques sont obtenues
permettant de reproduire avec pre´cision les re´sultats
nume´riques des simulations de l’e´coulement. Quatre
nombres sans dimension qui re´gissent la dynamique
de ces instabilite´s sont e´galement identifie´s. Ins-
pire´ de l’analyse the´orique pre´ce´dente, un mode`le
nume´rique d’ordre re´duit faiblement non line´aire est
finalement de´veloppe´ pour pre´dire des cycle limites.
Title : Thermo-acoustic instabilities in solid rocket motors
Keywords : Reduced-order modeling, Thermo-acoustic, Aluminum, Two-phase flow, Solid Rocket Motor
Abstract : In a solid rocket motor, self-sustained
thermo-acoustic instabilities, induced by the coupling
of the combustion dynamics of aluminum droplets re-
leased by the burning propellant with the acoustic field
can induce pressure oscillations.
The analysis conducted throughout this manuscript
relies thus on a set of simplifying hypothesis by as-
suming (i) that the response of the combustion of alu-
minum droplets to acoustic perturbations is control-
led by the oscillating drag exerted by the local flow
around the droplet, (ii) that this unsteady combustion
process can be assumed quasi-steady for the range of
frequencies and acoustic amplitudes studied and (iii)
that aluminum combustion is abruptly quenched when
the aluminum droplet diameter falls below a residual
diameter.
The thermo-acoustic instability is studied first by nu-
merical flow simulations in a generic solid rocket mo-
tor and theoretical analyses. The post-combustion re-
sidual diameter of the aluminum particles, the ampli-
tude of acoustic perturbation and the lifetime of the
burning aluminum droplets are among the main para-
meters altering the instability. Also, three combustion
response behaviors to acoustics are identified : a li-
near behavior for small acoustic pressure levels follo-
wed by a quadratic behavior then a highly non-linear
behavior when the pressure amplitude increases in
the motor chamber.
Moreover, two important features of the response of
aluminum droplets are identified. They are associated
to oscillations of the droplet lifetime at the boundary of
the droplet cloud and to fluctuations of the droplet eva-
poration rate, controlled by convection. The dynamics
of the droplets highly depends on gas and droplet ve-
locity fields and on droplet diameter. Taking these fea-
tures into account, yields analytical expressions that
allow to reproduce with accuracy the numerical results
from the flow simulations. Four dimensionless num-
bers are then identified. They govern the dynamics of
these instabilities.
Inspired from the previous theoretical analysis, a
weakly nonlinear low-order numerical model is finally
developed to predict limit cycles.
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